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Szimmetria és vektoralgebra

GYEVI-NAGY Laszl6 és TASI Gyula®
Szegedi Tudomanyegyetem, Alkalmazott és Kornyezeti Kémiai Tanszék, H-6720 Szeged, Rerrich Béla tér 1.

1. Bevezetés

A szimmetria gorog eredetli sz6 (cuv petpov), jelentése
azonos mérték. Hermann Weyl amerikai matematikus ¢és
fizikus szerint akkor tekinthetd valami szimmetrikusnak, ha
azt meghatarozott miveletnek alavetve nem tapasztalunk
valtozast.!

A szimmetria a természetben szamos formaban jelenik
meg, ezért felhasznalasa is igen széleskorii. A természet-
tudomanyokban és a miivészetben egyarant fellelhetd.
Koznapi értelemben valamilyen szabalyossagra, szépségre
utal. Ennek koszonheti népszeriiségét a miivészet kiilonféle
agaiban egyszerli geometriai alakzatok vagy akar bonyolult
fraktalszert strukturak formajaban.>?

A természettudomanyokban a szimmetria bizonyos transz-
formacioval szembeni invarianciaként definialhato. Megta-
lalhato példaul a bioldgidban kiilonféle mintazatok forma-
jaban, a fizika megmaradasi torvényeiben, a matematika
kiilonboz6 agaiban és a kémidban egyarant. A szimmetria
jelent6ségét az is bizonyitja, hogy a spontdn szimmet-
riasértés mechanizmusanak felfedezéséért 2008-ban fizikai
Nobel-dijat adtak.®

A szimmetria egyik legegyszeriibb, eredeti forméja a geo-
metriai szimmetria, mely geometriai transzformaciokkal
(forgatas, tiikr6zés, eltolas) szembeni invarianciat jelent,
de akar absztrakt strukturak, példaul grafok szimmetriaja is
értelmezheté dnmagukra torténd leképezéseken, automor-
fizmusokon keresztiil. A grafelméleti és matrixelméleti
eszkozok alkalmazhatok a kémidban is bizonyos jelenségek
leirasara vagy akar molekuldk, kristalyok vizsgélatara.

Altalanos esetben a molekula allapotat leiré hullimfiigg-
kék felcserélésére nézve — azok spinjétdl fliggéen — lehet
szimmetrikus (bozonok) vagy antiszimmetrikus (fermio-
nok). A hullamfiiggvény szimmetridja a teljes magper-
mutaciés-inverzios (CNPI) csoport segitségével irhatd
le. Ezen csoport elemei az azonos részecskék permutacioi
az inverzioval (tomegkozéppontra valo tiikrozés) egyiitt
¢és a nélkiil. A CNPI csoport lehetdvé teszi a szimmetria
altalanos kezelését, azonban az atomszam novekedésével a
csoportelemek szama nagymértékben nd, valamint az egyes
konfiguracidkat sokszor lekiizdhetetlen nagysagu energiagat
valasztja el egymastol, igy a koztiik 1évé atmenet a gyakor-
latban nem figyelhetd meg. A CNPI csoportnak ezért egy
— csak a sziikséges elemeket tartalmazd — részcsoportjaval
szokas dolgozni, melyet molekularis szimmetriacsoportnak
neveziink (MS).

A Born-Oppenheimer kozelités bevezetése utan értelmez-
hetjik a molekula sztatikus szimmetridjat, amely egy
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konkrét molekulaszerkezet, az egyensulyi geometria szim-
metridjaval foglalkozik. A sztatikus szimmetriat leird cso-
port a pontcsoport, ennek elemei a szimmetriamtiveletek
(forgatasok és tiikrozések). A tovabbiakban szimmetria alatt
a molekula sztatikus szimmetridjat értjiik.

A szimmetria gyakori alkalmazasi teriiletei koz¢é tartozik a
molekulaspektroszkopia és a kvantumkémia. Ennek alapja,
hogy egy n -atomos molekula esetén egy n -dimenzids
fliggvénytér transzformacids operatorai hozzarendelhetdk
a molekula szimmetriamiiveleteihez, igy a transzformacios
operatorok kommutalnak a molekula Hamilton-operatora-
val. Ennek eredményeképp osztalyozni tudjuk az energia-
sajatértekeket és a sajatallapotokat a pontcsoport irreduci-
bilis reprezentacioi alapjan. A molekula geometriai szim-
metridja segitségével a szamitando integralok szama jelen-
tosen csOkkenthetd a kvantumkémiai szamitasok soran,
a szimmetria miatt ugyanis bizonyos integralok eltinnek
vagy megegyezhetnek egymassal.”!® Molekulaszimmetria-
val kapcsolatos mennyiségek (pl. szimmetriaszam) — mint
deszkriptorok — kvantitativ szerkezet-tulajdonsag 6sszefiig-
gés vizsgalatok (QSPR) soran is felhasznalhatok.

A szimmetria meghatarozasa kezdetben egy folyamatabra
segitségével — manualisan — tortént."""'* A szimmetriaele-
mek azonositdsa utan a folyamatdbra alapjan kdnnyen
meghatarozhaté a molekula pontcsoportja. Nagyobb, bo-
nyolultabb molekula estén azonban érdemes a szimmet-
riaelemeket szamitogéppel meghatarozni. Erre matrixalgeb-
rai'>18 és grafelméleti'®> modszerek is 1éteznek.

A matrixalgebrai modszerek a szimmetriamiveleteknek
megfeleld tiikr6zo- és forgatomatrixokra, vagy egy vonat-
koztatasi rendszertdl fiiggetlen, a molekulat leird6 matrixot
(pl. az atomok euklideszi tavolsagmatrixat)!® invariansan
hagy6 permutacios matrixokra épiilnek. A permutaciokbol
eléallithatd egy a pontcsoporttal izomorf permutacios
csoport vagy a molekula teljes magpermutacids-inverzios
csoportja.**2

A grafelméleti médszerek a molekulagraf automorfizmusait
felhasznalva hatarozzak meg az egyes szimmetriamive-
leteket. Ezek elénye, hogy nem egy elére meghatarozott
rendig generaljak a szimmetriatengelyeket, igy azok
mindegyike eléall rendjiiktdl fliggetlenill. Hatranyuk
azonban, hogy az azonos atommagok permutacidi mint
automorfizmusok csak kombinatorikusan allithatok eld, igy
¢ modszerek szamitasigénye joval nagyobb lehet, mint a
matrixalgebrai modszereké.

A kovetkezd fejezetben bemutatjuk hogyan allithato
elé egy tetszdleges molekula Osszes szimmetriacleme a
korabban alkalmazottaknal sokkal egyszertibb vektor-
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algebrai moédszerrel.”’ A szimmetriaanalizis elvégzésére
készitettink egy FORTRAN nyelvii programot, amely
szintén bemutatasra keriil. A program a szimmetriaclemek
meghatarozasan tul képes a pontcsoportot kiterjesztd, John
Pople altal javasolt vazcsoport® meghatarozasara, szim-
metriaval osszefliggd spektroszkopiai tulajdonsagok (pl. az
alapsavok szama az infravoros- és Raman-spektrumokban,
normalrezgések szimmetriaja) szamitasara és a geometria
szimmetrizalasara, azaz egy bizonyos pontcsoportnak meg-
feleld optimalis magkonfiguracié meghatarozasara is

2. Szimmetriaanalizis

Az egyenstlyi molekulageometriat®® az atommagok hely-
vektoraval reprezentalhatjuk. A molekula szimmetridjanak
meghatarozasa ezutan mar egyszerti vektoralgebrai esz-
kozok® segitségével lehetséges.”” A szimmetriacentrum
egy pont, a forgastengelyek egy pontjuk és irdnyvektoruk,
mig a szimmetriasikok egy pontjuk és normalvektoruk se-
gitségével adhatok meg. Mivel a tomegkdzéppont minden
szimmetriamiivelettel szemben invarians, minden szimmet-
riaeclem tartalmazza, ezért hasznalhaté azok leirasara.

Erdemes a molekula tomegkozéppontjat a koordinata-
rendszer origdjaba helyezni, igy a szimmetriaelemek leira-
sara minden esetben a 0 = (0,0,0) pont hasznalhato. Ezutan
csak a szimmetriacentrum létezésének eldontése, a forgas-
tengelyek iranyvektoranak és a tiikdrsikok normalvekto-
ranak meghatarozasa a feladat.

Annak megéllapitasa érdekében, hogy a molekula rendel-
kezik-e kozéppontos szimmetriaval invertalnunk kell az
atomok koordinatait. Ha az invertalas utan kapott magkon-
figuracié megegyezik az eredetivel, akkor a molekuldnak
van szimmetriacentruma.

A linearitas ellendrzéséhez képezziik az atomok ¢és a
tomegkozéppont helyvektoranak kiilonbségét (P, — P, ).
A kiilonbségvektorok az atomok koordinatait adjak meg
a tomegkdzéppont origdba torténd mozgatasa utan. A mo-
lekula linearis, ha minden kiilonbségvektor parhuzamos:

( Pi _Pcom ) ‘ (P/ _Pcom )
“Pi_PcomH ”P/'_Pcom” ‘

Ekkor ugyanis az altaluk meghatarozott egyenesek
parhuzamosak ¢és van egy ko6zos pontjuk (P,.), tehat
megegyeznek. Linedris molekuldk pontcsoportja ezutan
konnyen meghatarozhaté: ha a kérdéses molekula ren-
delkezik szimmetriacentrummal, akkor a pontcsoportja
D, , kiilénben C,, . Az Osszes szimmetriaelem konnyen
megadhatd a molekula tengelyét leird egyenes iranyvektora
¢s az erre merdleges vektorok segitségével.

=1, Vi, j. (D

A planaritds meghatarozasa hasonldképp torténhet. Ebben
az esetben azt kell eldonteniink, hogy a molekulat alkotd
atomok egy sikban helyezkednek-e el. Ehhez eldallithatunk
egy erre a lehetséges sikra meréleges normalvektort (n) két
kiilonbségvektor vektori szorzataként, majd kiszamitjuk
a kiilonbségvektorok és a normalvektor skalaris szorzatat.
Ha minden kiilonbségvektor ortogonalis a normalvektorra
((P,-—Pcom)-n =0, Vi), akkor a molekula sikalkata és az
n normalvektor és a tomegkdzéppont altal meghatarozott
sikban helyezkedik el.

A szimmetriasikok meghatdrozasdhoz vezessiik be a v
vektor projekcidjat az u vektorra:
V-

Jul
Ennek segitségével egy n normalvektort, az origét tartal-
maz6 sikra torténd tiikrozés kdvetkezéképpen adhatd meg:

P'=P-2proj,(P), 3)

projy (v) =~ u. @)

ahol P" a P pont képe a sikra vald tikrozés utan. Egy
altalanos sikra torténd tiikrozés ezutan konnyen felirhato a
sik egy P, pontja segitségével. Ehhez a koordinatarendszer
kozéppontjat formalisan a P, pontba helyezziik:

P =(P-B) +P =P-2projy (P-R)). (4

Egy szimmetriasik vagy tartalmaz minden atomot, ebben
az esetben a planaritas ellendrzésekor mar meghataroztuk
a normdlvektorat, vagy létezik paros szamu atom a sikon
kiviil is, melyeket parosaval egymasra tiikroz. A tovabbi
feltételezett szimmetriasikok normalvektorai tehat két
azonos rendszamu atom helyvektoranak kiilonbségeként
(n=P-P)) allithatok eld. A kérdéses sik szimmetriasik, ha a
egyenlet szerint végrehajtva a tiikrozeést (P, = 0 és n=P-P)
az eredetivel azonos struktarat kapunk.

A forgatasok végrehajtasa a Rodrigues-formula®' alapjan
torténhet:

P':P+si11(/)d><P+(l+cos¢)(l><((lxP), (5)

ahol P’ a P vektor d iranyvektort, origon athaladé egye-
nes koriili ¢ szoggel torténd elforgatasaval kapott vektor.
Altalanos, P, ponton athaladé egyenes koriili elforgatis a
korabbiakhoz hasonléan P, origoba torténd helyezésével
valésithaté meg.

Egy szimmetriatengely iranyvektora lehet a molekula ten-
gelye linearis molekula esetén, a molekula sikjara mer6-
leges egyenes planaris molekulanal, vagy meghatarozhatd
két (C, tengelyek) vagy harom (C, tengelyek, n>2) azo-
nos rendszamu atom helyvektoraibdl. A lehetséges C, ten-
gelyek iranyvektorai az i és a j atomok helyvektoraval a
kovetkezoképp irhatok fel:

P +P,

d=——1,
o o]

(6)

ha d # 0. A magasabb rendl forgéstengelyek irdnyvektora
harom atom (i, j, k) helyvektoraval irhato fel:

(Pi—P; )x(P,~Py)

4= e =P (p Ry

(7
Utobbiak koziil elég azokat az eseteket vizsgalni, melyekben
az i, j és k atomok koziil ketté-kettd egy szabalyos sokszog
szomszédos csucsainak felelnek meg. A Ilehetséges
iranyvektorok megadasa utan az egyenlet alapjan végre-
hajthatok a rotaciok a P,=0 ponton athalado egyenes koriil
p=2m/n szoggel. Az n paraméter értékének szisztematikus
valtoztatasaval meghatarozhat6 az adott tengely rendje is.

A tikrozéses forgastengelyek meghatarozasa a valddi
forgastengelyekéhez hasonldan torténik, a forgatast azonban
a tomegkdzéppont és a tengely iranyvektora altal definialt
sikra valo tiikrozés koveti.
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A szimmetriaclemek lokalizdldsa utan a molekula Gsszes
szimmetriamiivelete konnyen megadhato, majd a kiilonb6z6
szimmetriamiiveletek (i, o, C,, S,) szdmanak ismeretében
megallapithatd a pontcsoportja, €s a szimmetriamiveletek
pontos tipusa (5, (5, o, o4)is.

A vazcsoport felirasdhoz ismerniink kell, hogy az egyes ato-
mok melyik szimmetria altérben helyezkednek el. Az elsd
altérben ( O ) talalhato atom ¢€s a tomegkdzéppont helyvek-
toranak kiilonbsége eltiinik, mig a tobbi atom helyzete
a egyenlet szerinti projekciok révén hatarozhaté meg. A
C, altereken talalhat6 atomok esetén az atomok helyvek-
toranak (P, és azok megfeleld tengely iranyvektorara (d)
vett projekcidjanak kiilonbsége, szimmetriasikok esetén
pedig az atom helyvektoranak a sik normalvektorara (n) vett
projekcioja eltlinik:

C, : P,-projq (P;) =0 )

6 proj, (P;) = 0.

A szimmetriaelemek ismeretében az atomok ilyen mddon
konnyen leképezhetdk a szimmetriaalterekre, majd felirhato

crer

vazcsoport is.

A pontcsoport karaktertablazatanak felhasznalasaval meg-
hatarozhatok a molekula normalrezgéseinek szimmetriaja
is. Ehhez fel kell irnunk egy reducibilis reprezentdciot a
molekulat alkotd atomok elmozdulasvektorainak bazisan.
Ebben a reprezentdcidban a szimmetriamiiveletek (R)
karakterei kdvetkezéképpen adhatok meg:

(-‘;;13 }{red (R) = ng [1+2cos[1112—”)]

n

577771: Ired(R) = ng

—l+2cos( mz—ﬂ]] ©))

n
EZ(VI N ]':S2 R (7:5‘1

n, az R szimmetriamtveletre nézve invarians atomok sza-
ma, ezek az atomok az R szimmetriamiiveletnek megfeleld
szimmetriaelemeken helyezkednek el. Ezen atomok szamat
korabban, a vazcsoport felirasakor mar meghataroztuk.

A reducibilis reprezentacid a karaktertablazatok felhasz-
nalasaval redukalhatd, igy megadhatd, hogy a csoport egy u
irreducibilis reprezentacioja hanyszor fordul eld a korabban
elallitott reducibilis reprezentacioban:

a, = g*lglred(R)Zﬂ (R), (10)

ahol g a csoport rendje, ¥ (R) és y* (R) az R szim-
metriamivelet karaktere a reducibilis és az irreducibilis
reprezentaciokban. Az irreducibilis reprezentaciok direkt
Osszegébdl kivonva a transzlacidnak és a rotacionak
megfeleld irreducibilis reprezentaciokat megkapjuk a
molekula normalrezgéseinek szimmetriajat.

A szimmetriamiiveletek meghatarozasa utan lehetséges a
molekulageometria optimalizalasa is a teljes pontcsoport-
nak vagy annak barmely részcsoportjanak megfelelden. En-
nek sordn a molekula eredeti ,kozelitéleg szimmetrikus”

s

pontcsoport elemeire nézve invarians legyen, tehat a kérdé-

ses pontcsoportot a lehetd legkisebb tolerancia alkalmaza-
saval megkapjuk az analizis soran.

Ehhez el6szor a szimmetriaclemek optimalizalasa sziikséges.
Ez elvégezhetd a megfeleld szimmetriaclemek fétengelyre
torténd ortogonalizalasaval, majd azok iranyvektoranak,
illetve normalvektoranak fotengely koriili elforgatasaval.
Ha egy szimmetriaclem irdnyvektora vagy normalvektora
¢és az elforgatott vektor kiillonbségének normaja elég kicsi,
akkor a transzformalt vektor hasznalhatd az eredeti helyett,
mint a szimmetriaclemet leird idealis vektor. A fétengely
iranyvektora pedig felhasznalhatdo az azzal parhuzamos
vektorok helyett.

A molekula szimmetrizalasanak utols6 1épése az atomok
pontos, az adott szimmetrianak megfelel helyvektorainak
meghatarozasa. Ehhez eldszor egy még nem optimalizalt
atomot az azt tartalmaz6 szimmetriaelemre projektalunk. Az
1j, pontos helyvektorok az egyes szimmetriaclemek esetén
a kovetkezok:

Cn : projd (Pl)

c: P —proj, (P;)

(11)

d a C, tengely iranyvektora, n a ¢ sik normalvektora, P,
az i atom eredeti helyvektora. Az utols6d 1épés az Osszes
szimmetriamiivelet alkalmazéasa az atomok igy meghataro-
zott optimalis helyvektoraira. Minden miivelet végrehajtasa
utan meghatarozzuk a  transzformalt helyvektorhoz
legkdzelebb es6é atomot, majd helyvektorat helyettesitjiik a
transzformalt vektorra.

3. Programleiras

Tetsz6leges molekula szimmetriaanalizisének végrehajta-
sara egy FORTRAN nyelvli programot készitettiink. A
program struktiraja az 1. abran feltiintetett hivasi grafon
tekintheté meg.

Lathato, hogy az egész program a vektorok skalaris és vek-
tori szorzasat végrehajtd dot és crossp eljarasokra épiil, a
program mas algebrai miiveletet nem hasznal.

A program a korabban ismertetett modon eléallitja a mole-
kula 6sszes szimmetriaclemét (sym _elements szubru-
tin). A lehetséges irdny- és normalvektorok eldallitasa
utan elvégzi a nekik megfeleldé miveleteket (reflect,
rotate, srotate, inversion), majd a check
szubrutin megallapitja, hogy a kapott magkonfiguracid
megegyezik-e az eredetivel. Egyezés esetén az add sg,
add_cn és add_perm szubrutinok elmentik a szimmetria-
miiveleteket és a megfeleld permutaciot. A korabbi egyenld-
ségek természetesen egy adott tolerancian beliil érvényesek,
ezt reprezentalja a delta torzult sagi paraméter. A szub-
rutin a torzultsag mértékének jellemzésére hasznalhatod
értékeket is eldallit. Ezek az egyes szimmetriaelemek, illetve
helyvektorok idealistol vald eltérésének maximumat adjak
meg. A késébbi optimalizalas soran ezek minimalizalasa a
cél. A szubrutin a szimmetriamtiveleteknek megfeleld per-
mutéciokat is megadja.

A molekula pontcsoportjatt a point group szubrutin
hatarozza meg a kilonb6z6 szimmetriamlveletek
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@i, o, C, S,) szama alapjan, majd ennek ismeretében az
fw_group szubrutin megallapitja a szimmetriamtiveletek
pontos tipusat (a fétengelyhez és egymashoz vald helyze-
tilket) és a molekula vazcsoportjat az atomi helyvektorok
szimmetriaeclemekre tdrténd projekcidja révén.

A pontcsoport karaktertablazatinak és a vazcsoport
felirasa soran kapott, ez egyes szimmetriaclemeken
elhelyezked6 atomok szdmanak felhasznalasaval az mkrep
és a redrep szubrutinok meghatarozzak és redukaljak a

normalkoordinatak altal generalt reprezentacidt, megadva a
normalrezgések szamat és szimmetriajat.

A molekulahoz rendelhetd legmagasabb rendli pontcso-
portot a var del szubrutin keresi meg egy nagyobb tole-
rancia mellett, majd a select subgroup szubrutin se-
gitségével lehetséges ennek tetszdleges vagy akar az dsszes
részcsoportjanak (a részcsoportnak megfeleld szimmetria-
miiveleteknek) a kivalasztasa tovabbi optimalizalas céljabol.
A szimmetriaelemek és a geometria optimalizalasat ezutan
az opt_symmetry és az opt_geom szubrutinok végzik a
korabban ismertetett modon.

1. Abra. A symmetry program szerkezete.

4. Alkalmazas

Példaként a tetraciklopropilmetan molekulat mutatjuk be. A
molekula szerkezetét a 2. abran tekinthetjiik meg.

2. Abra. A tetraciklopropilmetan molekula egyensulyi geometridja.

Az 3. abran lathat6é a programmal meghatarozott eredmé-
nyek egy része. A kapott pontcsoport megegyezik az iroda-
lomban kozolttel (S,).*? A teljes outputban szerepel az dsszes
szimmetriaelem helyzete is, igy azok abrazolhatdk is. A
vazcsoportbol kideriil, hogy egyetlen szénatom helyezkedik

el az O altérben, ez minden szimmetriamuveletre nézve
invarians. A tobbi atom nem szimmetriaclemeken fekszik.

Lathato, hogy az S, szimmetriaju molekula 95 kiilonb6zo
Raman-aktiv rezgési frekvenciaval rendelkezik, melyek
koziil 72 IR-aktiv is. Ennyi sav megjelenésére szamithatunk
tehat pontos, nem torzult geometria esetén. Az eredmények
kozott a rezgések szimmetriatulajdonsagai is szerepelnek.

Legmagasabb rendl pontcsoportra a varakozasnak megfele-
16en S, adodik, igy lehetséges a teljes S, szimmetridanak
vagy sziikség esetén, bizonyos torzulasok figyelembevéte-
lére, egy részcsoportnak (C,, C,) megfelelé geometria el6-
allitasa tovabbi szamitasokhoz. Lathato, hogy az optimali-
zalas sikeres volt. A szerkezet torzultsagat jellemzé érték
jelentdsen csokkent, 0.0529-r61 0.0026-re.

-- Delta (distortion parameter)= 0.10000000

-- Title: Tetracyclopropylmethane

-- SYMMETRY OPERATIONS --

Distorsion of the found
symmetry elements: 0.00000000
Distorsion of geometry due to
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symmetry elements: 0.05290492

-- POINT GROUP --
-- The structure should belong to the
S4 point group.
S4 = {(B) (C2) (59

The molecule is not polar and not chiral.

-- FRAMEWORK GROUP --
Framework group: S4[0(C),X(C12,H20)]

-- VIBRATIONS --
Reducible representation generated
by the normal coordinates:
g E S4 c2
gi 4 1 2 1

There are 95 different
vibrational frequencies:
- 72 1R active vibrations,
with symmetry: B, E
- 95 Raman active vibrations,
with symmetry: A, B, E

-- VARYING TOLERANCE --
Largest symmetry should be S4.
Available subgroups: c, c2, S4

-- OPTIMIZING SYMMETRY ELEMENTS --

-- OPTIMIZING GEOMETRY --
Number of optimized atoms: 33
Geometry optimization succesful.

3. Abra. A tetraciklopropilmetanra kapott szamitasi eredmények egy
része.

5. Osszefoglalas

A molekulaszimmetria szamos esetben alkalmazhatod sza-
mitasok soran. Cikkiinkben bemutatunk egy a korabbiaknal
lényegesen egyszeriibb vektoralgebrai modszert, mely
alkalmas egy molekula 0Osszes szimmetriaclemének
eloéallitasara.

Az ismertetett modszert FORTRAN nyelven implemen-
taltuk. A program a szimmetriaelemek és a pontcsoport
meghatarozasa mellett alkalmas a Pople-féle vazcsoport
felirasara, szimmetrian alapuld spektroszképiai tulajdon-
sagok (pl. a normalrezgések szimmetriajanak) felderitésére
és a geometria adott szimmetria szerint torténd opti-
malizalasara, a pontcsoportnak megfelelé pontos geometria
eloallitasara is.

Symmetry and vector algebra

Molecular symmetry is of great importance in computational
chemistry. It can be defined as invariance to a certain transformation.
For example, it can be utilized to greatly simplify quantum
chemical calculations or describe certain properties by quantitative
structure—property relationships (QSPR) modelling using rotational
symmetry numbers as descriptors.

In general, the symmetry of a molecule can be described with the
permutations of the nuclei. These permutations, with and without
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the inversion, form the complete nuclear permutation-inversion
(CNPI) group. In practice, we use the point group consisting of
the symmetry operations (rotations and reflections), which is
isomorphic to a subgroup of the CNPI group.

In the present paper a vector algebraic algorithm is introduced to
determine all symmetry elements and symmetry operations of rigid
molecules. This method is much simpler than the usually used matrix
or tensor algebraic approaches. A FORTRAN implementation of
the algorithm is also introduced. The program presented is also
capable of determining the framework group, introduced by John
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Pople, performs a normal mode symmetry analysis and optimizes
the geometry to fit any subgroup of the found highest order point
group for further calculations. Finally, the capabilities of our
program are demonstrated on an example.

Initially, flowcharts were used to determine the symmetry of a
molecule. All symmetry elements had to be identified, and then the
point group could be revealed by following the flowchart. In case
of a more complex molecule it is difficult to find every symmetry
clement, it is worth to use a computer in such cases. For this
purpose there exist matrix algebraic and graph theoretical methods.

In general, matrix algebra is used to determine the symmetry
elements and operations of a nuclear arrangement. Then, with the
help of a simple flowchart, it is straightforward to pick the particular
point group to which the molecule belongs. Other matrix algebraic
methods use a special matrix which is independent of the choice
of the frame of reference. Such a matrix is the Euclidean distance
matrix of the atoms, for example. The symmetry operations can
be determined from the permutations leaving this matrix invariant.

There also exist graph theoretical approaches, which generate the
symmetry operations using automorphisms of the molecular graph.
From these self-mappings one can define the nuclear permutation
inversion groups of molecules. The drawback of these methods
is their computational cost, since the permutations can only be
generated combinatorially.

In the present paper, a much simpler approach is described. The
nuclear configuration and the symmetry elements can be viewed
as position, direction and normal vectors. Therefore vector algebra
can be used to study molecular symmetry. The method relies on
Rodrigues’ rotation formula and performs only vector algebraic
operations.

A point is needed to localize symmetry elements. Since the center
of mass is invariant to every symmetry operation it can be used
for every symmetry element. It is also beneficial to shift the
center of mass of the molecule to the origin. First, to determine
whether the molecule has a symmetry center the coordinates of the
atoms have to be inverted. If the nuclear configuration after the
inversion is identical to the original one, the molecule has center
of symmetry. To check linearity let us introduce the difference of
position vectors of atom 7 and the center of mass (P, — P_, ). If
all of these vectors are parallel (according to eq.(1)), the molecule

is linear. Determination of planarity is similar. It can be done by
generating the cross product of the position vectors of two atoms. If
all difference vectors are orthogonal to this vector the molecule is
planar. At this point the point group of linear molecules are easily
determined. If the molecule has inversion center, its point group is
D,,, otherwise C_, .

The possible normal vectors of symmetry planes are the difference
of position vectors of two atoms with same atomic numbers. Using
these vectors reflections can be preformed according to eq.(4).
After performing the reflection, it is easy to check whether the new
position vectors coincide with the original ones. Direction vectors
of symmetry axes can be constructed from two or three position
vectors according to eq.(6) and eq.(7), for two-fold and higher order
axes, respectively. After generating the possible direction vectors
rotations can be performed around them as described by eq.(5). The
order of the axes can also be determined by systematic variation of
the angle of rotation (¢). Knowing the symmetry elements, one can
easily decide the point group of the molecule.

To find out the framework group, the atoms need to be mapped
to the symmetry subspaces. Thus projections of their position
vectors onto the direction and normal vectors have to be calculated
as described in eq.(2). Afterwards the mapping can be worked
out utilizing eq.(8), which expresses the conditions needed to be
fulfilled for an atom to lie on a symmetry element.

With the help of character tables, some spectroscopic properties may
be calculated, like the number of bands in the infrared and Raman
spectra or the symmetry properties of normal modes of vibration.
To do this, a reducible representation needs to be constructed on the
basis of normal coordinates. The characters in the representation
are given by eq.(9). This representation can be reduced using
¢q.(10), which specifies the number of irreducible representations
of the point group occur in the reducible representation. Subtracting
the representations corresponding to translation and rotation of the
molecule, the symmetry of normal modes of vibrations can be
determined.

The symmetrization of the geometry for further calculations is also
possible. First, the optimization of symmetry elements is necessary.
Vectors orthogonal to the principal axis can be optimized by
orthogonalizing a direction or normal vector to the direction vector
of the principal axis and rotating around it. The direction vector of
the principal axis can be used instead of the vectors parallel with it.
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