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Iteracios kvantumkémiai modszerek
konvergenciatulajdonsagairol
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1. Prolégus

Az a tudomanyteriilet, amelyen Lukovits Istvan
munkdéssaganak nagyobbik részét kifejtette, a kvantumkémia,
csaknem mindig iteracios jellegli matematikai modszereket
alkalmaz: bonyolult egyenleteinek megoldasa altalaban nem
irhat6 fel zart alakban. Ezért szeretettel ajanlom az alabbi
kis Osszefoglalot Lukovits Pista emlékének, akivel éveken
keresztiil dolgoztam egy kutatointézeti szobaban, ahol sokat
tanultam bolcsességébdl, nyugalmabol, az élet dolgainak
kritikus, de megértd szemléletébdl, a jo és a rossz éles
szétvalasztasabol, valamint dolgos szerénységébdl. Varatlan
halala mindnyajunkat megdobbentett, itthon és kiilfoldon
egyarant — jelenléte azota is sokunknak hianyzik. Requiescat
in pacem.

2. Bevezetés: iteracios eljarasok a kvantumkémiaban

A kvantumkémia alapmodszere a Hartree-Fock modellen
alapul, amely az elektronok koélcsonhatasat atlagosan veszi
figyelembe. Ennek megfeleléen az effektiv egyelektron
operator fiigg a megoldastol, ezért ezt a modellt csak
Onkonzisztensen, iterative lehet megoldani. Ugyanez
vonatozik a siirliségfunkcional elméletben praktikussa valt
eljarasra: a Kohn-Sham modszerre is.

A Hartree-Fock kozelitésen tilmenve, figyelembe kell
vegyiikk az elektronok korrelalt mozgasat. Erre a célra
napjaink standardja a csatolt klaszter eljaras, amelyben a
keresett hullamfiiggvényt a
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exponencialis Ansatz-cal parametrizaljuk, igy az egyenletek
nemlinedrisakka valnak, amelyeket megint csak iterative
tudunk megoldani. T6bb okbol kevésbé népszeri, de végso
fokon ugyanoda vezetd eljaras a korrelacio figyelembe
vételére a konfiguracids kdlcsonhatds modszere. Ez linearis
matrix-sajatértékegyenletre vezet ugyan, de a matrixok
mérete olyan hatalmas (praktikusan tobbszaz millio; elvben
végtelen), hogy a sajatértékek megkeresése csak Lanczos-
tipusu iterativ modszerekkel lehetséges.

Bonyolultabb problémak esetén célszerti a
kvantummechanika alapegyenletét, a (linedris) Schrodinger-
egyenletet atfogalmazni. Az egyik fontos atfogalmazas az
ugynevezett Bloch-egyenlet, amelynek alakja

O = OAG
ahol H a Hamilton-operator, Q pedig a keresett
hullamoperator. Ez az az operator, amelyik egy tetszdleges
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kozelit ¢ hullamfliggvényt attranszformal a Schr
odinger egyenlet egzakt megoldasaba. A Bloch egyenlet
szembedtléen nem linearis, tehat, ha egyaltalan megoldhato,
csak iterative oldhaté meg. Eredményre vezethet példaul az
alabbi algoritmus:

Q'= O+ (1-Q)HQ, (1)

ahol mn egy alkalmas iteraciés paraméter, amely csak
az iteracid6 menetét befolyasolja, a fixpont értékét nem.
Ugyanilyen alaku egyenletnek tesz eleget a Hartree-Fock
elméleten bel il ortogonalis bazisban a P siir iségmatrix:

FP = PFP

ahol F az effektiv egyrészecske-kolcsonhatast tartalmazd
Fock-matrix.

A kvantummechanika egyik, esztétikailag és praktikusan
egyarant kiemelkedd formalizmusa a perturbaciészamitas
— ez az a teriilet, amelyen Lukovits Istvannal irt két kozds
publikacionk® 2 sziiletett. Jollehet ez a formalizmus arra
iranyul, hogy rendrdl rendre explicit egyenleteket adjon meg
az energia (sajatérték) és a hullamfiiggvény (sajatfiiggvény)
korrekcidira, a rendek egymasbol kovetkezése konnyen
megfogalmazhatd egy meglepden bonyolult (nem Markovi)
iteracios feladatként.

Nemcsak  matematikai meggondolasok  vezethetnek
iteracioval megoldhat 6 nemlinearis feladatokra. Ha
elgondoljuk, hogy egy molekula polarizalja a kdrnyezetét,
és ez a kornyezet visszahat a molekulara, az oldészerbe
agyazott molekula Hamilton-operatora fiigg a molekulat
leir6 sajatfiiggvénytdl, tehat a Schrodinger-egyenlet
nemlinedrissa valik.

A fenti néhany probléma felsorolasaval minddssze
azt kivantuk illusztralni, hogy az iteracios modszerek
alkalmazasa nélkiilozhetetlen a kvantumkémiaban.

3. Iteracios eljarasok stabilitasvizsgalata

Az iteraciok konvergencidjanak kérdése altalaban rendkiviil
Osszetett. Némileg konnyebben vizsgalhaté az a kérdés,
hogy ha egy iteracios eljarasnak van fixpontja, és ennek
a fixpontnak a kozvetlen kornyezetébdl inditjuk az
eljarast, vajon konvergal-e az iteracié a fixponthoz, vagy
éppen ellenkezéleg, eltavolodik t6le. Ezt hivjuk a fixpont
stabilitasvizsgalatanak. A stabilitdsvizsgdlat matematikai
elmélete jol kidolgozott; az alabbiakban az elméleti kémia
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szempontjabol fontos néhany vonasat tekintjiik at.

Tekintsiink egy N-komponensli x vektort, valamint a ra
vonatkozo

A0 = g (5(”}). i=1.2..N.
iteracios formulat. Legyen most a ennek az iteracionak egy
fixpontja, azaz

a = fi(a), i=1,2,...N. 3)
Irjuk fol a keresett vektort a fixponttol mért kis eltérések
segitségével:
n)
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Ha ezt az Ansatz-ot (2)-ba helyettesitjiik, kapjuk:
e = farg)

al a.)(: e(n)
= ﬁ(a)+_f,]a—w g +012) @
K o

a

ahol az f N-valtozos fliggvényt elsé rendig Taylor-sorba
fejtettiik. A (3) egyenlet segitségével és az O(&?) rendii tagok
elhanyagolasaval az alabbi eredményre jutunk:
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J=1
ahol az elsérendii Uin. Ljapunov matrix
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nem mas, mint az iteracios formula Jacobi-matrixa. Az (5)
egyenlet megoldésa keresheto a

é(n) = e?»né(o)

alakban, ami, (5)-be helyettesitve a
AEO = PO
sajatérték-egyenletet adja a | = e* jeloléssel.

Az iteracio adott fixpontjanak stabilitasvizsgalatahoz tehat
az a feladatunk, hogy felépitsiik a problémara jellemzé A
matrixot, és megkeressiik annak sajatértékeit. Ez utobbiak,
nemszimmetrikus matrixrol 1évén sz6, komplexek is
lehetnek, de az egyszeriiség kedvéért foglalkozzunk most
a valos esettel. Ha az Osszes sajatérték abszolit értéke
kisebb, mint 1, a A Ljapunov-exponensek negativok, igy az
iteracio konvergal. Ha legalabb egy sajatérték 1-nél nagyobb
abszolut értékli, szamithatunk az eljaras divergalasara. A
konvergencia és a divergencia hataran pedig jo eséllyel
sorozatos bifurkaciokat, illetve kaotikus szekvencidkat
tapasztalhatunk.

Ha az iteraciés formuldban akadnak altalunk valaszthato
paraméterek, amelyek értéke nem befolyasolja a fixpont

értékét, csak az iteracido menetét, akkor ezeket az értékeket
ugy célszerii beallitani, hogy az eljaras minél gyorsabban
konvergaljon.
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1. Abra. A sziikséges CCSD iteraciok szama a BeH2 molekula esetében
az iteracios nevezok eltolasi paramétere fiiggvényében.
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2. Abra. A legkritikusabb Ljapunov exponens értéke a BeH2 molekula
esetében az iteracios nevezok eltolasi paramétere fiiggvényében.

Ez az eredmény tekinthetd puszta formalitasnak is, hiszen az
Amatrix felépitéséhez sziikségiink van a konvergalt megoldas
ismeretére. Megtehetjiik azonban, hogy kémiailag hasonld
rendszerek koziil egy kevés atomszamu mintan elvégezziik
a fenti analizist, és az ebbdl kapott paraméterértékeket
alkalmazzuk “élesben”, a nagyobb rendszerre végzett
iteracio soran. Ezt a technikat alkalmaztuk példaul hossza
szén nanocsovek slrliségmatrixanak diagonalizacio nélkiil
tortént felépitésekor: az (1) formulaban szerepld n paraméter
optimalis értékét rovid nanocsovekre végzett analizissel
allapitottuk meg.

A fenti képletek szamszerti illusztralasa érdekében
meghataroztuk a BeH2 molekula energiajat csatolt klaszter
moédszerrel, maximalisan kétszeres gerjesztéseket véve
figyelembe (CCSD). A nemlinearis

(ile”TAHeT|0) = 0

CCSD egyenletek iterativ megoldasa soran az i gerjesztési
indexekhez tartozé e palyaenergia-kiilonbségekhez egy
konstans 1 paramétert adtuk hozza. Szimbolikusan:
(ile=TACT|0
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Ezt az n értéket tiintettiik fel az 1. és 2. abra vizszintes
tengelyén. Az elsé abra a CCSD energia 6 tizedesjegy
pontossagig torténd konvergalasahoz sziikséges iteraciok
szamat abrazolja, a 2. abra pedig a legnagyobb Ljapunov
exponens értékét. A két abrat Osszevetve jol latszik,
hogy a legelonyodsebb konvergenciatulajdonsagot éppen
a legveszélyesebb paramétertartomanyban érhetjik el,
ahol a nevez6hdz hozzaadott paraméter értékét kicsit
megvaltoztatva a Ljapunov-exponens hirtelen pozitivva
valik.

Convergence Properties of Iterative procedures in
Quantum Chemistry

Most practical methods of quantum chemistry apply some kind
of iterative procedures. The simple Hartee-Fock equations use
an effective one-electron Hamiltonian which depends on the
first-order density matrix, thus the model should be solved self-
consistently. The coupled-cluster method deals with exponential
wave operator, which leads to nonlinear equations whose solution
can only be found iteratively. Even the simple diagonalization in
a configuration interaction problem is solved by some iterative
Lanczos-type algorithm. Perturbative methods are not necessarily
iterative at a given order, but even these equations can be recast in
a recursive form, where the solution of a given order results from
the previous orders via a complicated, non-Markovian iterative
process.

Apart from mathematical reasons, nonlinear equations also appear
due to chemical or physical problems. If a molecule polarizes its
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environment, the effective Hamiltonian of the embedded molecule
depends on its eigenvector, leading to a nonlinear Schrodinger
equation to be solved iteratively.

Therefore, detailed analysis of convergence problems of various
iterative procedures is quite important in quantum chemistry. In
this paper, we review a simplified theory of stability analysis,
which helps one to distinguish between stable and unstable fixed
points. Starting iterations from the vicinity of a stable fixed point
one obtains convergence. In other cases the iterations may diverge,
and on the borderline of convergence and divergence one meets
bifurcations or even chaotic behaviour.

Theoretical formulae are illustrated on the example of coupled
cluster iterations for the BeH2 molecule.
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