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1.	 Bevezetés

A matematikai módszerek használata az egyes természettu-
dományokban különböző mélységű. Noha a kémiában nagy 
hagyománya van a szigorú matematikai alapokon nyugvó, 
teljes mértékben kvantitatív összefüggések keresésének, és 
ehhez magyar kutatók is igen jelentős mértékben hozzájá-
rultak a reakciókinetika területén különösen is,1-9 manap-
ság mégis elsősorban a kémia új anyagok előállítást célzó, 
matematikai összefüggéseket kevésbé kereső irányzata vált 
dominánssá a vezető nemzetközi szakirodalomban. Ennek 
sajnálatos következménye, hogy míg korábban a kvantitatív 
kiértékelési módszerek alkalmazásához szükséges szaktudás 
meglehetősen általános volt a kutatóvegyészek körében, nap-
jainkra ez sokkal korlátozottabbá vált, lényegében az analiti-
kai kémia kemometriai jellegű problémáira korlátozódik.

Ugyanakkor a tudományos jelenségek matematikai össze-
függéseken alapuló leírása annyira sikeresnek bizonyult az 
elmúlt évszázadokban, hogy a mérvadó kémikusok előző 
bekezdésben leírt elfordulását a kvantitatív kiértékelés-
től nem indokolják tudományos érvek, így ez minden bi-
zonnyal átmeneti jelenség, amely egy-két évtizeden belül 
túlhaladottá válik. Az ebbe vetett hit hatotta át eddig az 
eredetileg a Debreceni Egyetemen, majd később a Pécsi 
Tudományegyetemen működő matematikai reakciókinetikai 
kutatócsoport tevékenységét. Ez a tudományos munka nem 
pusztán a matematikai összefüggések megtalálását célozta, 
hanem stratégiai elem benne az is, hogy a más kutatók által 
publikált, de lényegi kvantitatív értelmezés nélkül maradt 
adatok feldolgozásával bizonyítsa azt, hogy ezen összefüg-
gések valóban fontos új felismerésekkel gazdagítják a tudo-
mányt. A jelen közlemény az ebben a szellemben készült, 
mintegy 35 cikk és könyvfejezet10-43 anyagából mutat be 
teljességre nem törekvő válogatást.

2.	Szimmetriasértés királis anyagokat tartalmazó 
folyamatokban

A biológiai folyamatok alapját jelentő molekulák szembetű-
nő sajátságainak egyike a kiralitás. A természetben előfordu-
ló anyagokban az enantiomerpárok közül az egyik nagyon 
gyakran óriási túlsúlyban van, s ez a tény ellentmondani 
látszik annak a széles körben megerősített megfigyelésnek, 
hogy királis külső hatás nélkül végbemenő folyamatokban 

racém elegy keletkezik. Ennek a paradoxonnak egy lehetsé-
ges intellektuális feloldását F. C. Frank adta 1953-ban44 az-
zal, hogy publikált egy olyan mechanizmust, amely minden 
szimmetriatörvénynek megfelelt ugyan, de az enantiomerek 
mennyisége között megjelenő legkisebb mennyiséget is ad-
dig erősítette, míg lényegében csak az egyik maradt a reak-
ciórendszerben. Az ilyen erősítési mechanizmus kulcslépése 
a királis autokatalízis volt: az egy olyan reakció, amelyben 
nem királis anyagból keletkezik királis termék olyan módon, 
hogy az aszimmetrikus katalizátora a saját képződésének.

A gyenge magerők kísérletileg kimutatott és elméletileg is 
alátámasztott aszimmetriájának érdekes és a legtöbb kémi-
kus számára ellentmondásosnak tűnő következménye, hogy 
az enantiomerpárok energiája között is van egy nagyon cse-
kély energiakülönbség, amelyet paritássértés-energiának 
neveznek.45 Ennek értéke annyira kicsi, hogy tényleges kí-
sérleti meghatározásra jelenleg nincsen módszer. A 21. szá-
zad első évtizedére vált nagyon gyakorivá az a nézet, hogy 
éppen a paritássértés-energia által okozott csekély különb-
ség felerősítése révén jött létre a biológiai kiralitás.45 Saját 
kutatásaink12-13,18,43 rámutattak arra, hogy ez a kétségtelenül 
vonzó kvalitatív gondolatmenet a kvantitatív próbákat már 
nem állja ki. Korábban már többen is rámutattak arra, hogy 
a racém elegyek diszkrét, valóban molekuláris szintű értel-
mezésére a binomiális eloszlás alkalmas.46-48 A két enan
tiomer közötti csekély energiakülönbséget aszimmetrikus 
binomiális eloszlással lehet figyelembe venni, ahol az egyik 
izomer 0.5 helyett 0.5 + ε valószínűséggel keletkezik.12 Így 
annak a P(r) valószínűsége, hogy N molekula közül éppen r 
lesz a stabilabb enantiomer: 

Annak az R(N) valószínűsége, hogy a stabilabb enantiomer 
lesz feleslegben egy eredetileg „racém”-nek tartott, vagyis 
külső királis hatás nélkül létrejövő elegyben:

Ezen mennyiségre teljes indukciós bizonyítással kimutat-
ható, hogy ε kis értékeinek esetére a következő egyenlet 
teljesül:12
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A részletes kinetikai elemzés13,43 azt mutatta, hogy a pari-
tássértés-energia legmodernebb becsléseiből következő ε 
annyira kicsi, hogy az R(N) érték csak az enantiomermole-
kulák teljes számának (N) olyan nagy értékére haladja meg 
a 0,6-t (vagyis 60 %-nál nagyobb valószínűséggel lesz a sta-
bilabb enantiomer feleslegben), hogy ahhoz a Föld tömegé-
nél nagyobb össztömeg tartozna. Ez alapján kijelenthető, 
hogy a paritássértés-energia földi körülmények között nem 
lehetett a biológiai kiralitás meghatározó tényezője.

Ezen gondolatmenetek felhívták a figyelmet arra a koráb-
ban is már ismert hatásra, hogy ha a fluktuációk jelentő-
sége nagy, vagy a molekulák száma nagyon kicsit, akkor 
az anyagot folytonosnak tekintő determinisztikus kinetika 
helyett sztochasztikus megközelítést kell használni.3-5,7,9

A királis autokatalízis jelenségének kísérleti megismerésében 
döntő szerepet játszott Kenso Soai kutatócsoportja, ahol a 20. 
század utolsó évtizedében tapasztaltak különleges jelensége-
ket egy cink-alkileket felhasználó, szén-szén-kötést kialakító 
reakcióban.49-52 Ebben a folyamatban királis autokatalízis volt 
tapasztalható, vagyis a királis termék egyik enantiomerjének 
csekély előzetes hozzáadásával teljesen enantioszelektívvé 
lehetett tenni a reakciót. Ilyen előzetes hozzáadás nélkül vi-
szont bizonyos körülmények között nem a várt racém elegy 
keletkezett, hanem véletlenszerűen az egyik vagy a másik 
termék jutott nagy feleslegbe (abszolút aszimmetrikus szin-
tézis).50-52 Ezeket a megfigyeléseket kissé eltérő reakciórend-
szerekben más laboratóriumokban is megerősítették.53-56

Az abszolút aszimmetrikus szintézis nyilvánvalóan 
sztochasztikus jellegű folyamat, így determinisztikus ki-
netikai megközelítéssel nem lehet értelmezni. Saját mun-
kánk kezdete egy minimálmodell kidolgozása volt: ez olyan 
típusú modell, amely kémiai szempontból nem feltétlenül 
reális, de a tanulmányozott alapjelenséget már mutatja. 
Eredményeink szerint egy közvetlen és egy autokatalitikus 
lépes és a szimmetriatörvények által megkövetelt analógja-
ik már alkalmasak az alapjelenség értelmezésére:10 

Sztochasztikus kinetikai számítások10 azt mutatták, hogy a 
reakcióban keletkező enantiomerek eloszlását kizárólag a kc 
és ku sebességi állandók hányadosa határozza meg, amelyet 
érdemes külön szimbólummal jelölni:

A modell által jósolt enantiomereloszlást a következő képlet 
adja meg:10

Noha ez diszkrét részecskékre vonatkozik, folytonos át-
menettel megmutatható volt, hogy az r változót folyto-
nosnak képzelve ez megfeleltethető egy szimmetrikus 
béta-eloszlásnak:10-11

Későbbi 	munkákban sikerült a minimálmodellt számos 
irányban bővíteni.11,15,18-20,24-25,35 Elsőnél nagyobb rendűségű 
autokatalízis11 esetében a végelegy mindig majdnem telje-
sen enantiomertiszta. A modell egy változatát elemeztük 
a Frank-modellhez hasonló körülmények között is, ehhez 
kidolgoztuk az átfolyásos reaktor (CSTR) sztochaszti-
kus leírási mószerét.15 Jellemeztük a királis szennyezések 
kezdeti jelenlétének hatását is statisztikus módszerekkel.19 
A legjelentősebb eredmény az volt, hogy a Soai-reakció 
Buhse által posztulált, 18 reakciólépést tartalmazó kémi-
ai modelljére57 is sikerült kiszámítani az enantiomerek 
várható végeloszlását,20 amelyet mindössze két paraméter 
megfelelő megválasztásával sikerült összhangba hozni a 
Soai-reakcióban leírt kísérleti tapasztolatokkal.51-52 Ebben 
a munkában20 igen jelentős módszerfejlesztést is kidolgoz-
tunk: a sztochasztikus folyamatok Monte Carlo model-
lezésére alkalmas Gillespie-algoritmust58-60 kombináltuk 
determinisztikus kinetikai számításokkal (determiniszti-
kus folytatás), illetve a rendszer függetlenül bizonyítható 
szimmetriasajátságait rákényszerítettük a sztochasztikus 
szimulációkra (szimmetrizálás).

Az elméleti eredmények nagyon fontos tanulsága volt, 
hogy a kísérleti adatokkal való összehasonlításban hisz-
togramokkal nem lehet nagy sikert elérni, mert egyrészt 
ezek készítése az eredmények önkényes kategorizálást kí-
vánja meg, másrészt a kísérleti munkákból rendelkezésre 
álló adatok pontszáma általában túl kicsi ahhoz, hogy azok 
alapján valóban informatív hisztogramokat lehessen kész-
teni. Egy hisztogram statisztikai szempontból az eloszlási 
sűrűségfüggvény kísérleti közelítése. A numerikus diffe-
renciálás megbízhatósági problémái közismertek, de integ-
rálja, a kumulatív eloszlási függvény esetében nincsenek 
hasonló problémák. Ezt a függvény felhasználva azt ábrá-
zoljuk, hogy egy kísérlet eredménye milyen valószínűség-
gel lesz kisebb az x tengelyen feltüntetett értéknél. Itt nem 
kell az eseményeket kategorizálni, egyetlen adatsor alapján 
csak egyetlen ábra készíthető.

Az 1. ábra mutatja be a Soai-reakció esetében a kísérletileg 
tapasztalt végső enantiomer-eloszlás51-52 kumulatív eloszlási 
függvényét, illetve a sztochasztikus számítások által jósolt 
görbéket. A kísérleti adatok két, egymástól független mé-
réssorozatból származnak (37 pont51 és 84 pont52), ahol a 
körülmények nem voltak pontosan azonosak. Az eloszlás-
görbék mégis nagyon hasonlóak. Az elméleti görbék a mi-
nimálmodellen (elsőrendű),10 a minimálmodell másodrendű 
autokatalízist tartalmazó változatán (másodrendű),11 illetve 
a 18-lépéses mechanizmuson (mechanizmus)20 alapulnak.
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1. Ábra. Az enantiomer-eloszlás kumulatív eloszlási függvénye 
a Soai-reakcióban.43 37 pont: kísérletileg mért első eloszlás51; 84 pont: 
kísérletileg mért második eloszlás52; elsőrendű: elsőrendű autokatalízist 
tartalmazó minimálmodell10; másodrendű: másodrendű autokatalízist 
tartalmazó minimálmodell11; mechanizmus: egy 18-lépéses, tényleges 
kémia lépéseket tartalmazó modellen alapuló sztochasztikus számítások 
eredménye20

Az 1. ábra szerint a másodrendű autokatalízist tartalmazó 
minimálmodell jobb értelmezését adja a kísérleti megfigye-
léseknek, mint az elsőrendű. A mechanizmuson alapuló 
számítások elméleti eloszlásgörbéje majdnem megegyezik 
a másodrendű autokatalízist tartalmazó modellével. Ezt 
eleinte véletlen egybeesésnek gondoltuk, de aztán a rész-
letes analízis megmutatta, hogy a két modell ilyen szem-
pontból kinetikailag egyenértékű.35 Az alapvető felismerés 
az volt, hogy a katalitikusan legaktívabb reakcióút átmeneti 
állapotába két termékmolekula épül be, így a teljes reakció 
összességében jól közelíthető másodrendű katalízissel. 

3.	 Sztochasztikus kinetika elsőrendű 
reakciórendszerekben és enzimkatalizált 
folyamatokban

Az abszolút aszimmetrikus reakciók értelmezése során fel-
használt sztochasztikus módszerek a reakciókinetika egy 
fontos, de ritkán hangsúlyozott tényére hívták fel a figyel-
met: a szokásos determinisztikus kinetika a benne hasz-
nált folytonos közelítés miatt nem alkalmas csekély számú 
(például néhány tucat) molekula reaktivitásának leírására. 
Így aztán felmerül az az alapvető kérdés, hogy mi az a 
legkisebb molekulaszám, ahol a determinisztikus kinetika 
már használható. Ennek a kérdésnek a megválaszolására 
sztochasztikus térképeket készítettünk, amelyek a paramé-
terek fázisterében megmutatják, hogy mely esetekben nem 
lehet elkerülni a sztochasztikus módszerek használatát. Ez 
azért nagyon lényeges kérdés, mert a sztochasztikus számí-
tások idő- és memóriaigénye nagyságrendekkel meghaladja 
a determinisztikus számításokét. A sztochasztikus térképek 
használatát két próbarendszeren mutattuk be: a csak elsőren
dű kémiai reakciókat tartalmazó hálózatokon23 illetve az 
enzimkatalízist értelmező Michaelis−Menten-kinetikán.22

Az elsőrendű reakciórendszerek kitűnően alkalmasak 
arra, hogy a CDS (continuous time discrete state) típusú 
sztochasztikus kinetikai megközelítést bemutassuk vele, s 
az ilyen típusú kutatásoknak jelentős irodalmi előzményei 
is vannak.61-67 Egy általános elsőrendű reakciórendszerben 

n db különböző részecskefajta (A1, A2, …, An) mindegyike 
bármelyik másikká átalakulhat egy kij sebességi állandóval 
jellemezhető elsőrendű folyamatban:

Az egyszerűség érdekében az egynél több termékmolekulát 
adó elsőrendű reakciókat nem engedjük meg a sémában. A 
rendszer állapotát a mindig folytonos függvénynek felté-
telezett koncentrációk megadása helyett úgy jellemezzük, 
hogy minden részecskefajta molekulaszámát megadjuk, 
ezek a1, a2, …, an. Az anyagmegmaradás törvénye miatt a 
molekulák teljes száma (N) nem változhat, így a következő 
egyenlet mindig érvényes:

 

A lehetséges állapotok száma korlátos, de általában igen 
nagy. A jelen esetben ez lényegében a 9. egyenletben mega-
dott diofantoszi egyenlet megoldásainak számát jelenti (M), 
amelyről belátható, hogy a következő binomiális együttható 
adja meg:23

 

Más rendszerekben, ahol a reakciók sztöchiometriája ös�-
szetettebb, gyakran már az állapotok számának megadása 
is jelentős kombinatorikai kihívás. Az állapotok számának 
azért van nagy jelentősége, mert a CDS leírás az egyes ál-
lapotok valószínűségének időbeli változását adja meg egy 
elsőrendű, lineáris, homogén differenciálegyenlet-rendszer 
formájában,7 amelyet magyarul vezéregyenletnek nevezünk 
(az angol megfelelő: master equation). Az egyes állapotok 
valószínűségét P(a1, a2,…,an)-nel jelölve a vezéregyenlet 
alakja elsőrendű reakciórendszere a következő:23

Az idézett saját közlemény23 általános matematikai mód-
szert mutat be a vezéregyenlet megoldására, illetve több 
egyszerű alrendszerre ad meg sztochasztikus térképeket 
kísérleti eredményekkel68-72 illusztrálva.

Hasonló elemzést végeztünk el a Michaelis−Menten-
mechanizmuson.22,27,31 A közismert mechanizmus73-74 az 
enzimek működésmódjáról alkotott, legegyszerűbb, már 
működő elképzelés, benne az E enzim, az S szubsztrát, az 
ES enzim-szubsztrát adduktum és a P termék szerepelnek. 
A következő három reakciót veszi figyelembe:

Mivel az enzimkinetikában gyakoriak a kicsi enzimkoncent-
rációk, és megfelelő, általában fluoreszcencián alapuló kísér-



Magyar Kémiai Folyóirat 63

128. évfolyam, 2. szám, 2022.

leti módszerek segítségével szerencsés esetben akár egyetlen 
enzimmolekula katalitikus aktivitása is tanulmányozható, 
ezért a Michaelis−Menten-mechanizmus sztochasztikus leí-
rására már korábban is voltak próbálkozások, illetve kísérleti 
eredmények is kellő mennyiségben ismeretesek.75-79

A 2. ábra a Michaelis−Menten-mechanizmus egy sztochasz-
tikus térképét mutatja be.22 A vízszintes tengelyen az idő 
szerepel a k2 sebességi állandó értékével skálázva, míg a 
függőleges tengelyen a KM Michaelis-állandó. Az ábra 
célváltozója az enzimaktivitás, vagyis az időegység alatt 
keletkező termékmolekulák száma: amikor a térképen 
sztochasztikus területen vagyunk, akkor ezt nem lehet de-
terminisztikus eszközökkel kiszámítani. A térkép valame-
lyest függ még a jelen lévő enzimmolekulák számától és a 
teljes térfogattól. Ez a tény is mutatja azt a problémát, hogy 
a térképet igazából általában kettőnél több független válto-
zóval kellene definiálni, de a síkban készített ábrákon ennek 
csak speciális metszetei mutathatók be.

2. Ábra. A Michaelis−Menten-mechanizmus sztochasztikus térképe.22 
A két tengelyen feltüntetett mennyiségeken kívül a térkép függ a 
jelen lévő enzimmolekulák számától (e0) és a térfogattól (V), ezek is 
megtalálhatók a feliratok között. Az A, B, és C szakaszok kísérletileg 
vizsgált paramétertartományokat jelölnek a [79], [78], illetve [76] 
közleménynek megfelelően.

A térkép szerkesztéséhez szinte soha nem kell egyedi álla-
potvalószínűségeket használni. Ezeket általában kiszámítani 
is nehéz: Arányi és Tóth adott módszert erre abban az eset-
ben, ha egyetlen enzimmolekula van jelen.75 Ennek általá-
nosítása nem volt lehetséges, de saját munkánk részeként27 
levezettünk egy módszert az általános eset állapotvalószínű-
ségeinek becslésére a determinisztikus steady-state keze-
lésmód sztochasztikus analógjának kidolgozásával, illetve 
a binomiális eloszlások általánosításával. A sztochasztikus 
enzimkinetikában így megszerzett tapasztalatot egy az en-
zimciklusban autokatalitikus lépést is tartalmazó hidrogenáz 
működésének leírásában is hasznosítottuk.26 Ez a rendszer 
alkalmat adott arra is, hogy egy elméletileg már megjósolt 
sztochasztikus jelenségre, az autokatalitikus kihalásra80 
kísérleti példát adjunk. Ennek lényege, hogy egy reakcióban 
csak autokatalitikus úton keletkezik egy lépés terméke, de az 
tovább is alakul. Ha ezen termék koncentrációja nulla, akkor 
a teljes folyamat megáll. Determinisztikus kinetikában egy 
koncentráció soha nem változhat matematikai értelemben is 
nullára, ezért ott ez a jelenség nem létezik.

4.	Többlépéses reakciósémák által jósolt koncentráció− 
idő függvények pontos és közelítő megadása 
determinisztikus módszerekkel

A személyi számítógépek bevezetése ugrásszerű fejlődést 
okozott a reakciókinetikai kiértékelések megvalósításában. 
Korábban általában egyszerűsítő elveken alapuló közelí-
tésekre kellett támaszkodni, s ez már a kísérlettervezési 
folyamatot is meghatározta. Már a személyi számítógé-
pek megjelenése előtt is ismeretesek voltak megbízhatóan 
működő algoritmusok, amelyek bármely kémiai folyamat 
kinetikai differenciálegyenlet-rendszerét kellő pontosság-
gal képesek voltak numerikusan megoldani.81 Az 1990-es 
évektől viszont a numerikus integrálás használata széles 
teret nyert a kutatásunkban, saját munkáinkban is rendsze-
resen támaszkodtunk erre.82-85

Ezen fejlődés ellenére néhány kinetikai séma szimbolikus 
megoldásának továbbra is van jelentősége. A legtöbb egy-
lépéses reakció lefolyását leíró koncentráció−idő függvényt 
a kinetikai tankönyvek és monográfiák is tartalmazzák,2-4,8 
talán ennek a hatására vált közvélekedéssé az, hogy bo-
nyolultabb rendszerekben ilyen nem is lehetséges. Saját 
eredményeink megmutatták, hogy lényegében az összes 
szokásos kétlépéses sémában is meg lehet adni a szimbo-
likus megoldásokat.28-29,31 A kétlépéses kémiai folyamatok 
kinetikai leírása két, egymással csatolt, elsőrendű közönsé-
ges differenciálegyenletre vezethető vissza. Ezeket át lehet 
alakítani egyetlen ismeretlen függvényt tartalmazó, má-
sodrendű differenciálegyenletté. Ezért a szimbolikus meg-
oldásokban a nevezetes másodrendű egyenletek megoldás-
függvényei (hipergeometrikus függvény, Bessel-függvény, 
Legendre-függvény, …) köszönnek vissza.

Ezen munka során észleltük, hogy a matematikai analízis-
ben használt Taylor-tétel a kinetikai differenciálegyenletek 
megoldásának nagyon hasznos segédeszköze lehet. A kine-
tikai egyenletek egy koncentráció első deriváltját adják meg 
a koncentrációk függvényében. Így deriválással az összes 
magasabb rendű differenciálhányados előállítható az összes 
koncentrációra, így azok értéke a Taylor-tétel segítségével 
számíthatóvá válik. Ezt a technikát használtuk annak kimu-
tatására, hogy két összetett reakcióséma pontos megoldása 
annyira közel van a pszeudo-elsőrendű görbéhez, hogy kí-
sérletileg nem különböztethető meg tőle.30 Ennek következ-
tében mindkét esetben nagy a veszélye annak, hogy ezeket 
az összetettebb reakciósémákat tévesen a megfordítható el-
sőrendű reakcióval azonosítják. Szintén ezt a technikát al-
kalmaztuk egy összetett enzimkinetikai modellben, amely 
egy autokatalikusan működő ureáz aktivitásának időfüg-
gését írja le hidrokinon típusú inhibitorok jelenlétében.32 
Az utóbbi időben megkezdtük egy, a Taylor-tételen alapu-
ló numerikus integrálási módszer kifejlesztését is. Ennek 
a jelenlegi eljárásokkal szemben nagy előnye lehet, hogy 
megoldásként nem egyedi koncentráció−idő pontpárokat 
ad, hanem polinomszerű függvényeket.
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4.	Nanorészecske-növekedési modellek

A legutóbbi időkben csoportunk jelentős erőfeszítéseket 
tett nanorészecskék képződését leíró kinetikai modellek 
fejlesztésére.37,39-42 Ezek speciális nehézsége az, hogy a 
sok különböző méretű nanorészecske mind önálló kémiai 
anyagféleségnek számít, amelynek koncentrációja a diffe-
renciálegyenlet függő változója. A differenciálegyenletek 
csatolódása miatt ezért itt a szokásos numerikus integrálási 
technikák közvetlenül nem használhatók. Eddigi munkánk 
során a következő, gócképződés−részecskenövekedés típu-
sú kémiai modellt elemeztük nagy részletességgel:

A modellben M egy monomeregységet jelöl, n a mo-
nomeregységek minimális száma egy növekedésképes 
gócban, Ci egy i darab monomeregységet tartalmazó nano-
részecskét jelent, kn a gócképződés, K(i)kg pedig a gócnö-
vekedés sebességi állandója. Az itt szereplő K(i) függvényt 
kernelfüggvénynek nevezi a szakirodalom: ez megadja, 
hogy a gócnövekedés sebességi állandója hogyan függ a 
nanorészecske méretétől. A modellben két nanorészecs-
ke egymással való reakciója (aggregáció) nem szerepel. 
Négyfajta kernelfüggvényt használtunk:

•	 K(i) = i (tömegkernel, a részecske reaktivitása 
a saját tömegével arányos)

•	 K(i) = i2/3 (felületkernel, a részecske reaktivitása 
a saját felületével arányos)

•	 K(i) = i1/3 (Brown-kernel, a részecske reaktivitása 
a saját lineáris méretével arányos)

•	 K(i) = 1 (diffúziós kernel, a részecske reaktivitása 
független a saját méretétől)

Ezen típusú nanorészecske-növekedési modelleket a szak-
irodalomban gyakran használják, illetve megfelelő mennyi-
ségű kísérleti adat is rendelkezésre áll, elsősorban a képző-
dő részecskék végső méreteloszlására.86-91

Az első jelentős eredményünk39 az volt, amikor szimboli-
kus megoldást találtunk a tömegkernel n = 2 esetére. Ehhez 
a (13) egyenletben bemutatott mechanizmus differenci-
ál-egyenletrendszerét célszerű dimenziómentes alakban 
felírni:

Ebben az egyenletben τ a dimenziómentes idő, m az M ré-
szecske dimenziómentes koncentrációja, ci a Ci részecske 
dimenziómentes koncentrációja, míg α az kn és kg sebességi 
állandók dimenziómentes hányadosa. Tömegkernel és n = 2 
használatakor a szimbolikus megoldás:

A későbbiekben két további esetre is sikerült szimbolikus 
megoldást találni.41 A tömegkernel n = 1 esetére:

A másik szimbolikus megoldás a diffúziós kernel n = 1 ese-
tére vonatkozik:41

Ebben a képletben µ0 egy időfüggő segédváltozó, lényegé-
ben az egy nanorészecskében lévő monomeregységek átla-
gos számának reciprokát adja meg. A következő képlettel 
lehet számítani az értékét:41

A tény, hogy egy ilyen modellben nagyon nagy a kémiai 
anyagféleségek száma, érdekes problémát vetett fel: ezekből 
soknak a koncentrációja annyira kicsi, hogy ott bizonyosan 
szükséges a sztochasztikus megközelítésű kinetika haszná-
lata. Ennek ellenére mégis azt találtuk,40 hogy a végállapot 
részecskeméret-eloszlását a determinisztikus megközelítés 
is kellő pontossággal megadja. Ezt úgy bizonyítottuk, hogy 
Gillespie-algoritmussal58-60 végzett sztochasztikus szimulá-
ciók eredményét összehasonlítottuk az analóg determinisz-
tikus számításokkal. Egy ilyen összehasonlítás mutat be a 
3. ábra. Ebből jól látható, hogy a csekélyebb számítástech-
nikai hátteret igénylő determinisztikus módszernek van lét-
jogosultsága ilyen típusú problémák megoldása esetén.

3. Ábra. Sztochasztikus és determinisztikus megközelítéssel jósolt 
nanorészecskeméret-eloszlás a végállapotban a (13) egyenletben 
bemutatott gócképződés−részecskenövekedés típusú modellben 
a diffúziós kernel n = 2 esetére.42
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Ezen kézirat írásával párhuzamosan kezdtük el egy olyan 
módszer kifejlesztését, amelynek segítségével a felsorolt 
mind a négy kernel esetében tetszőleges n értékre lehet-
séges közelítő képleteket levezetni. Így remélhető, hogy 
a részecskék végső méreteloszlását leíró, számos kísérleti 
eredménnyel közvetlenül összehasonlítható elméleti függ-
vényeket tudunk majd megadni.
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Mathematical reaction kinetics: from the parity-violating energy difference to nanoparticle growth

This article summarizes about 20 years of scientific advance 
reached in the Mathematical Reaction Kinetics Research Group, 
which first worked at the University of Debrecen then moved to 
the University of Pécs (both in Hungary). A brief account of the 
contents of about 35 relevant papers published by this group are 
given. These mostly focus on sequences of thought using ad-
vanced mathematics that aimed to provide insight into current 
chemical kinetic research problems.

The first field of the work is centered on the origin of biological 
chirality and connected phenomena such as the consequences of 
the parity violation of weak nuclear forces on the symmetry of 
chemical enantiomers, chiral autocatalysis and absolute asym-
metric synthesis. A mathematical derivation showed that the 
miniscule asymmetry introduced by the parity violation of weak 
nuclear forces, which was both experimentally and theoretical-
ly confirmed, cannot have any significant effect on the inception 
of biological chirality on Earth. The argument illustrated by 
Equations 1-3 shows that this tiny asymmetry can only be notice-
able if the mass of the involved chiral material exceeds the mass of 
planet Earth. Furthermore, chiral autocatalytic models of absolute 
asymmetric synthesis, experimentally first observed in the Soai 
reaction (formation of a carbon-carbon bond using a zinc alkyl 
reagent, all the reactants are non-chiral but the major final product 
is chiral), were analyzed in detail. A minimal model consisting of 
a two-step mechanism shown in Equation 4 could already account 
for the phenomenon itself and it was shown that the final result 
is that under completely non-chiral conditions, the formation of 
chiral molecules will be characterized by the discrete enantio-
meric distribution given in Equation 6, which converges to the 
continuous distribution shown in Equation 7 if the number of mol-
ecules is sufficiently high. This first mechanism showed first-or-
der asymmetric autocatalysis. Further considerations proved that 
higher order autocatalysis may lead to mixtures in which one of 
the two mirror-image enantiomers is in overwhelming excess, but 
the identity of the dominating enantiomer stochastically changes 
from one experiment to another. The final distributions derived 
from various models were compared with the experimental ob-
servations made in the Soai reaction as shown in Figure 1, where 
one of the mechanisms used was an 18-step realistic model of the 
chemical system proposed in a previous study independently of 
the work of our group. In addition, the possible effect of random 
initial chiral contaminations is also analyzed. It was a very impor-
tant conclusion that a comparison of measured data and theoreti-
cal predictions should not be done using histograms in stochastic 
cases as the arbitrary categorization involved in this method of 
graphing distorts the data very much. Instead, the cumulative 
probability function should be used as shown in Figure 1, which is 
always free from such sources of error. 

In the course of the work of the research group, the stochastic 
methods used in chemical kinetics became greatly developed. It is 
known that the usual deterministic approach to kinetics assumes 
continuous concentration−time functions, which is in contrast 
with the known particulate (i.e. discrete) nature of matter. The 
CDS (continuous time discrete state) formalism of stochastic 
kinetics was discussed briefly and a master equation for a net-
work of first order chemical reactions was given as an example 
in Equation 11. There is a fundamental question in this field: at 
what molecule numbers the use of the computationally much 
more demanding stochastic approach is indispensable in reality? 
This question was answered by constructing stochastic maps of 
various mechanisms, which identify the regions of the parame-

ter space where deterministic kinetics does not make sense. The 
Michaelis−Menten model (Equation 12) was employed as an ex-
ample to demonstrate the use of stochastic maps and a sample map 
is given in Figure 2. In this section, experimental information that 
had been published before the stochastic works was re-interpreted 
to prove that the newly developed techniques actually provide sig-
nificant new insights into the studied phenomena.

In the next section, exact (or symbolic) solutions were derived for 
a number of multistep mechanisms. Although numerical integra-
tion of kinetic ordinary differential equations is widely used in 
today’s research practice, finding the analytical solutions still has 
a lot of value because they give functions rather than isolated sets 
of points. Our results are summarized in Table 1, where most of 
the possible two-step mechanisms made up of elementary steps 
are listed together with the exact solution. These cases could al-
most always be reduced to the solution of a second-order ordinary 
differential equation. Consequently, the solutions themselves typi-
cally feature special functions primarily know from such differen-
tial equations (e.g. Bessel, Legendre, hypergeometric…). A novel 
method based on Taylor series expansion was also developed for 
comparing kinetic traces and it was used to show that the concen-
tration−time curve in two non-trivial mechanisms are so close to 
pseudo-first order curves that it is not possible to make the differ-
ence between them experimentally. Our current efforts aim to de-
velop a numerical integration method for an arbitrary mechanism 
using the Taylor theorem. This would have multiple advantages 
over techniques that are currently used. 

The final part of the paper shows novel results that aimed to in-
terpret the kinetics of the formation of nanoparticles. The nucle-
ation-growth type model (where aggregation steps are missing) 
shown in Equation 13 was analyzed in fine detail. This system 
is characterized by the ordinary differential equation shown in 
Equation 14, which is presented in a dimensionless form. K(i) is 
the kernel function in this model, which shows how the reactivity 
of a nanoparticle depends on the number of monomeric units in 
it. Four different kernels are considered (mass, surface, Brown, 
and diffusion) with n as the size of the smallest viable nucleus. 
Symbolic solutions were reported for three cases: mass kernel 
with n = 1 (Equation 15), mass kernel with n = 2 (Equation 16), 
and diffusion kernel with n = 1 (Equations 17-18). These are espe-
cially important as the number of independent variables in these 
equations is infinitely large, which means that the usual numeri-
cal integration techniques cannot be used directly to obtain any 
meaningful solution. The very high number of different chemi-
cal entities also brings up the problem that in the deterministic 
approach, many of them should have very low concentrations. 
This is a potentially serious problem because, as pointed out in 
the previous paragraphs, the use of stochastic kinetics may be in-
dispensable under such conditions. To handle this possible source 
of inconsistence, the same model has been analyzed by both the 
deterministic and the stochastic methods in a few examples. The 
stochastic calculations were done using Monte Carlo simulations 
based on the Gillespie algorithm. As the comparison shown in 
Figure 3 reveals, the two approaches gave practically identical 
predictions for the final size distribution of nanoparticles formed 
in the system. This fact proves the applicability of the computa-
tionally much less demanding deterministic calculations for these 
particular set of problems. Also, recent efforts are underway to 
develop an approximation method to obtain closed formulas for 
the concentration dependences for all four kernel functions with 
any possible value of n.




