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1. Bevezetés

A matematikai modszerek hasznalata az egyes természettu-
domanyokban kiilonb6z6 mélységii. Noha a kémiaban nagy
hagyomanya van a szigorii matematikai alapokon nyugvo,
teljes mértékben kvantitativ osszefiiggések keresésének, és
ehhez magyar kutatok is igen jelentdés mértékben hozzaja-
rultak a reakciokinetika teriiletén kiilondsen is,"* manap-
sag mégis elsdsorban a kémia 01j anyagok eldallitast célzo,
matematikai Osszefliggéseket kevésbé keresd iranyzata valt
dominanssa a vezeté nemzetkozi szakirodalomban. Ennek
sajnalatos kovetkezménye, hogy mig korabban a kvantitativ
kiértékelési modszerek alkalmazasahoz sziikséges szaktudas
meglehetdsen altalanos volt a kutatévegyészek korében, nap-
jainkra ez sokkal korlatozottabba valt, lényegében az analiti-
kai kémia kemometriai jellegli problémaira korlatozodik.

Ugyanakkor a tudomanyos jelenségek matematikai 9ssze-
fiiggéseken alapuld leirdsa annyira sikeresnek bizonyult az
elmult évszazadokban, hogy a mérvadd kémikusok el6z6
bekezdésben leirt elfordulasat a kvantitativ kiértékelés-
tél nem indokoljak tudomanyos érvek, igy ez minden bi-
zonnyal atmeneti jelenség, amely egy-két évtizeden beliil
talhaladotta valik. Az ebbe vetett hit hatotta at eddig az
eredetileg a Debreceni Egyetemen, majd késébb a Pécsi
Tudomanyegyetemen miikod6 matematikai reakciokinetikai
kutatocsoport tevékenységét. Ez a tudomanyos munka nem
pusztan a matematikai 6sszefiiggések megtalalasat célozta,
hanem stratégiai elem benne az is, hogy a mas kutatok altal
publikalt, de 1ényegi kvantitativ értelmezés nélkiil maradt
adatok feldolgozasaval bizonyitsa azt, hogy ezen dsszefiig-
gések valoban fontos 11 felismerésekkel gazdagitjak a tudo-
manyt. A jelen kozlemény az ebben a szellemben késziilt,
mintegy 35 cikk és konyvfejezet'™* anyagabol mutat be
teljességre nem torekvo valogatast.

2. Szimmetriasértés kiralis anyagokat tartalmazé
folyamatokban

A bioldgiai folyamatok alapjat jelenté molekulak szembetii-
no sajatsagainak egyike a kiralitas. A természetben eléfordu-
16 anyagokban az enantiomerparok koziil az egyik nagyon
gyakran Oriasi tulsulyban van, s ez a tény ellentmondani
latszik annak a széles korben megerdsitett megfigyelésnek,
hogy kiralis kiilsé hatas nélkiil végbemend folyamatokban
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racém elegy keletkezik. Ennek a paradoxonnak egy lehetsé-
ges intellektualis feloldasat F. C. Frank adta 1953-ban** az-
zal, hogy publikalt egy olyan mechanizmust, amely minden
szimmetriatorvénynek megfelelt ugyan, de az enantiomerek
mennyisége kozott megjelend legkisebb mennyiséget is ad-
dig erésitette, mig lényegében csak az egyik maradt a reak-
cidrendszerben. Az ilyen erdsitési mechanizmus kulcslépése
a kiralis autokatalizis volt: az egy olyan reakci6, amelyben
nem kiralis anyagbol keletkezik kiralis termék olyan modon,
hogy az aszimmetrikus katalizatora a sajat képzddésének.

A gyenge magerdk kisérletileg kimutatott és elméletileg is
alatamasztott aszimmetridjanak érdekes és a legtobb kémi-
kus szamara ellentmondasosnak tind kovetkezménye, hogy
az enantiomerparok energidja k6zott is van egy nagyon cse-
kély energiakiilonbség, amelyet paritdssértés-energianak
neveznek.® Ennek értéke annyira kicsi, hogy tényleges ki-
sérleti meghatarozasra jelenleg nincsen modszer. A 21. sza-
zad els6 évtizedére valt nagyon gyakoriva az a nézet, hogy
éppen a paritassértés-energia altal okozott csekély kiilonb-
ség felerdsitése révén jott 1étre a biologiai kiralitas.* Sajat
kutatasaink!?'3184 radmutattak arra, hogy ez a kétségteleniil
vonz6 kvalitativ gondolatmenet a kvantitativ probakat mar
nem allja ki. Korabban mar tobben is ramutattak arra, hogy
aracém elegyek diszkrét, valoban molekularis szinti értel-
mezésére a binomialis eloszlas alkalmas.*-*% A két enan-
tiomer kozotti csekély energiakiilonbséget aszimmetrikus
binomialis eloszlassal lehet figyelembe venni, ahol az egyik
izomer 0.5 helyett 0.5 + ¢ valosziniiséggel keletkezik.2 Igy
annak a P(r) valoszintisége, hogy N molekula koziil éppen »
lesz a stabilabb enantiomer:

P(r) = (1;’ ) (05 + )05 - )" (1)

Annak az R(N) valdszinlisége, hogy a stabilabb enantiomer
lesz feleslegben egy eredetileg ,,racém™-nek tartott, vagyis
kiilso kiralis hatas nélkiil 1étrejovo elegyben:

R(N) = SMA(P(N — i) — P(D)) ®)

Ezen mennyiségre teljes indukcids bizonyitassal kimutat-
hato, hogy ¢ kis értékeinek esetére a kovetkezd egyenlet
teljesiil:?

R(N) = 4¢ \/Z 3)
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A részletes kinetikai elemzés'>* azt mutatta, hogy a pari-
tassértés-energia legmodernebb becsléseibdl kovetkezd e
annyira kicsi, hogy az R(N) érték csak az enantiomermole-
kulék teljes szamanak () olyan nagy értékére haladja meg
a 0,6-t (vagyis 60 %-nal nagyobb valosziniséggel lesz a sta-
bilabb enantiomer feleslegben), hogy ahhoz a Fold tomegé-
nél nagyobb Gssztomeg tartozna. Ez alapjan kijelenthetd,
hogy a paritassértés-energia foldi kortilmények kozott nem
lehetett a biologiai kiralitas meghatarozo tényezdje.

Ezen gondolatmenetek felhivtak a figyelmet arra a korab-
ban is mar ismert hatasra, hogy ha a fluktuaciok jelent6-
sége nagy, vagy a molekulak szama nagyon kicsit, akkor
az anyagot folytonosnak tekintd determinisztikus kinetika
helyett sztochasztikus megkozelitést kell hasznalni. 379

A kiralis autokatalizis jelenségének kisérleti megismerésében
donto szerepet jatszott Kenso Soai kutatcsoportja, ahol a 20.
szazad utolso évtizedében tapasztaltak kiilonleges jelensége-
ket egy cink-alkileket felhasznalo, szén-szén-kotést kialakito
reakcioban.*-52 Ebben a folyamatban kiralis autokatalizis volt
tapasztalhato, vagyis a kiralis termék egyik enantiomerjének
csekély eldzetes hozzaadasaval teljesen enantioszelektivveé
lehetett tenni a reakciot. Ilyen elézetes hozzaadas nélkiil vi-
szont bizonyos koriilmények kdzott nem a vart racém elegy
keletkezett, hanem véletlenszertien az egyik vagy a masik
termék jutott nagy feleslegbe (abszolut aszimmetrikus szin-
tézis).”* Ezeket a megfigyeléseket kissé eltérd reakciorend-
szerekben mas laboratoriumokban is megerdsitették. -

Az abszolut aszimmetrikus szintézis nyilvanvaléan
sztochasztikus jellegli folyamat, igy determinisztikus ki-
netikai megkozelitéssel nem lehet értelmezni. Sajat mun-
kank kezdete egy minimalmodell kidolgozésa volt: ez olyan
tipusu modell, amely kémiai szempontbol nem feltétleniil
realis, de a tanulmanyozott alapjelenséget mar mutatja.
Eredményeink szerint egy kozvetlen és egy autokatalitikus
l1épes és a szimmetriatorvények altal megkovetelt analdgja-
ik mar alkalmasak az alapjelenség értelmezésére:!°
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Sztochasztikus kinetikai szamitasok!'® azt mutattak, hogy a
reakcioban keletkezd enantiomerek eloszlasat kizarolag a k,
és k, sebességi allandok hanyadosa hatdrozza meg, amelyet
érdemes kiilon szimbélummal jel6lni:

ke
a =
kuNaV

)

A modell altal josolt enantiomereloszlast a kovetkez6 képlet
adja meg:"’

_ (N\ITjZ505+ap T}y " (05+aj))
P(r) = ( ) MM +a))

(6)

Noha ez diszkrét részecskékre vonatkozik, folytonos at-
menettel megmutathatd volt, hogy az r valtozét folyto-
nosnak képzelve ez megfeleltethetd egy szimmetrikus
béta-eloszlasnak:'*"

0.5

(B (1= O

P@r/N) = I'(0.5/@)T(0.5/a) \N

Kés6bbi munkéakban sikeriilt a minimalmodellt szamos
iranyban béviteni.!1>18-20.2425.35 Flsénél nagyobb rendiiségii
autokatalizis'! esetében a végelegy mindig majdnem telje-
sen enantiomertiszta. A modell egy valtozatat elemeztiik
a Frank-modellhez hasonlé koriilmények kozott is, ehhez
kidolgoztuk az atfolydsos reaktor (CSTR) sztochaszti-
kus leirasi moszerét.”® Jellemeztiik a kiralis szennyezések
kezdeti jelenlétének hatasat is statisztikus modszerekkel
A legjelentésebb eredmény az volt, hogy a Soai-reakcid
Buhse altal posztulalt, 18 reakciolépést tartalmazé kémi-
ai modelljére” is sikeriilt kiszamitani az enantiomerek
varhatd végeloszlasat,”® amelyet mindossze két paraméter
megfelel6 megvalasztasaval sikeriilt 6sszhangba hozni a
Soai-reakcioban leirt kisérleti tapasztolatokkal.>*? Ebben
a munkéaban® igen jelent6s modszerfejlesztést is kidolgoz-
tunk: a sztochasztikus folyamatok Monte Carlo model-
lezésére alkalmas Gillespie-algoritmust®®-% kombinaltuk
determinisztikus kinetikai szamitasokkal (determiniszti-
kus folytatas), illetve a rendszer fiiggetleniil bizonyithato
szimmetriasajatsagait rakényszeritettiik a sztochasztikus
szimulaciokra (szimmetrizalas).

Az elméleti eredmények nagyon fontos tanulsaga volt,
hogy a kisérleti adatokkal valo 6sszehasonlitasban hisz-
togramokkal nem lehet nagy sikert elérni, mert egyrészt
ezek készitése az eredmények onkényes kategorizalast ki-
vanja meg, masrészt a kisérleti munkakbol rendelkezésre
allo adatok pontszama altalaban tul kicsi ahhoz, hogy azok
alapjan valdban informativ hisztogramokat lehessen kész-
teni. Egy hisztogram statisztikai szempontbdl az eloszlasi
stirtiségfiiggvény kisérleti kozelitése. A numerikus diffe-
rencialas megbizhat6sagi problémai kozismertek, de integ-
ralja, a kumulativ eloszlasi fliggvény esetében nincsenek
hasonl6 problémak. Ezt a fliggvény felhasznalva azt dbra-
zoljuk, hogy egy kisérlet eredménye milyen valdsziniiség-
gel lesz kisebb az x tengelyen feltiintetett értéknél. Itt nem
kell az eseményeket kategorizalni, egyetlen adatsor alapjan
csak egyetlen abra készitheto.

Az 1. abra mutatja be a Soai-reakcio esetében a kisérletileg
tapasztalt végs6 enantiomer-eloszlas®? kumulativ eloszlasi
fliggvényét, illetve a sztochasztikus szamitasok altal josolt
gorbéket. A kisérleti adatok két, egymastol fliggetlen mé-
réssorozatbol szarmaznak (37 pont™ és 84 pont™), ahol a
koriilmények nem voltak pontosan azonosak. Az eloszlas-
gorbék mégis nagyon hasonloak. Az elméleti gorbék a mi-
nimalmodellen (elsérendit),'” a minimalmodell méasodrendii
autokatalizist tartalmazo valtozatan (masodrendii)," illetve
a 18-1¢épéses mechanizmuson (mechanizmus)® alapulnak.
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o0 n db kiilonbozé részecskefajta (A, A,, ..., A,) mindegyike
' « 37 pont barmelyik masikka atalakulhat egy k; sebességi allandoval
= 84pont jellemezhet6 elsérendli folyamatban:
0754 — — -elstrendl

mésodrendd ki

- mechanizmus w3 Ai _; A (8)
F 0504 ot o J
v e Az egyszerliség érdekében az egynél tobb termékmolekulat
0.25+ g ado elsérendll reakciokat nem engedjiikk meg a sémaban. A
/ rendszer allapotat a mindig folytonos fiiggvénynek felté-
0.00 : : : telezett koncentraciok megadasa helyett ugy jellemezziik,
0.00 025 0.50 0.75 1.00

N

1. Abra. Az enantiomer-eloszlas kumulativ eloszlasi fliggvénye

a Soai-reakcioban.® 37 pont: kisérletileg mért elsd eloszlas®'; 84 pont:
kisérletileg mért masodik eloszlas®?; elsérendii: elsérendii autokatalizist
tartalmazo minimalmodell'’; masodrend(i: masodrendii autokatalizist
tartalmaz6 minimalmodell''; mechanizmus: egy 18-1épéses, tényleges
kémia lépéseket tartalmazo modellen alapulé sztochasztikus szamitasok
eredménye®

Az 1. ébra szerint a masodrend(i autokatalizist tartalmazo
minimalmodell jobb értelmezését adja a kisérleti megfigye-
léseknek, mint az elsérendli. A mechanizmuson alapul6
szamitasok elméleti eloszlasgdrbéje majdnem megegyezik
a masodrendii autokatalizist tartalmaz6é modellével. Ezt
eleinte véletlen egybeesésnek gondoltuk, de aztan a rész-
letes analizis megmutatta, hogy a két modell ilyen szem-
pontbol kinetikailag egyenértéki.’> Az alapvetd felismerés
az volt, hogy a katalitikusan legaktivabb reakciout &tmeneti
allapotaba két termékmolekula épiil be, igy a teljes reakcio
Osszességében jol kozelithetd masodrendi katalizissel.

3. Sztochasztikus Kinetika elsorendii
reakciorendszerekben és enzimkatalizalt
folyamatokban

Az abszollt aszimmetrikus reakciok értelmezése soran fel-
hasznalt sztochasztikus modszerek a reakcidkinetika egy
fontos, de ritkdn hangsulyozott tényére hivtak fel a figyel-
met: a szokasos determinisztikus kinetika a benne hasz-
nalt folytonos kdzelités miatt nem alkalmas csekély szamu
(példaul néhany tucat) molekula reaktivitasanak leirasara.
Igy aztan felmeriil az az alapvetd kérdés, hogy mi az a
legkisebb molekulaszam, ahol a determinisztikus kinetika
mar hasznalhaté. Ennek a kérdésnek a megvalaszolasara
sztochasztikus térképeket készitettiink, amelyek a paramé-
terek fazisterében megmutatjak, hogy mely esetekben nem
lehet elkeriilni a sztochasztikus mddszerek hasznalatat. Ez
azért nagyon lényeges kérdés, mert a sztochasztikus szami-
tasok id6- és memoriaigénye nagysagrendekkel meghaladja
a determinisztikus szdmitasokét. A sztochasztikus térképek
hasznalatat két probarendszeren mutattuk be: a csak elséren-
dii kémiai reakciokat tartalmazo halozatokon? illetve az
enzimkatalizist értelmez6 Michaelis—Menten-kinetikan.??

Az elsérendli reakciorendszerek kitiinéen alkalmasak
arra, hogy a CDS (continuous time discrete state) tipusu
sztochasztikus kinetikai megkdzelitést bemutassuk vele, s
az ilyen tipust kutatasoknak jelentds irodalmi elézményei
is vannak.®-” Egy altalanos elsérendli reakciorendszerben

hogy minden részecskefajta molekulaszamat megadjuk,
ezek a,, a,, ..., a,. Az anyagmegmaradas térvénye miatt a
molekulék teljes szama (V) nem valtozhat, igy a kdvetkez6
egyenlet mindig érvényes:

N=3Y",q )

A lehetséges allapotok szama korlatos, de altalaban igen
nagy. A jelen esetben ez Iényegében a 9. egyenletben mega-
dott diofantoszi egyenlet megoldasainak szamat jelenti (M),
amelyrdl belathato, hogy a kdvetkezd binomialis egyiitthato
adja meg:*

M:(N+n—1)

n—1

(10)

Mas rendszerekben, ahol a reakciok sztochiometridja 6sz-
szetettebb, gyakran mar az allapotok szamanak megadasa
is jelentés kombinatorikai kihivas. Az allapotok szamanak
azért van nagy jelentdsége, mert a CDS leiras az egyes al-
lapotok valosziniiségének idobeli valtozasat adja meg egy
elsérendd, linearis, homogén differencialegyenlet-rendszer
formajaban,” amelyet magyarul vezéregyenletnek neveziink
(az angol megfeleld: master equation). Az egyes allapotok
valészinliségét P(a,, a,,...,a,)-nel jelolve a vezéregyenlet
alakja elsérendii reakciorendszere a kovetkezo:*

dP(a1,az,.,an) _

o = —(Z, X7 aikij)P(as, ay, .. a,) +

an
Z;{l:l Z?’:l(ai + 1)kijp(a1l az, a; + 11 aj - 1! a‘n,)

Az idézett sajat kozlemény?® altalainos matematikai mod-

szert mutat be a vezéregyenlet megoldasara, illetve tobb

egyszerll alrendszerre ad meg sztochasztikus térképeket

kisérleti eredményekkel®®7? illusztralva.

Hasonlo eclemzést végeztiink el a Michaelis—Menten-
mechanizmuson.?>?3! A kozismert mechanizmus™7 az
enzimek miikodésmodjarol alkotott, legegyszeriibb, mar
miikddo elképzelés, benne az E enzim, az S szubsztrat, az
ES enzim-szubsztrat adduktum és a P termék szerepelnek.
A kovetkezd harom reakcidt veszi figyelembe:

k1
E+S—-ES
k_
ES—SE+S (12)
k
ESSE+P
Mivel az enzimkinetikaban gyakoriak a kicsi enzimkoncent-
raciok, és megfeleld, altalaban fluoreszcencian alapulo kisér-

128. évfolyam, 2. szam, 2022.



Magyar Kémiai Folydirat 63

leti modszerek segitségével szerencsés esetben akar egyetlen
enzimmolekula katalitikus aktivitasa is tanulmanyozhato,
ezért a Michaelis—Menten-mechanizmus sztochasztikus lei-
rasara mar korabban is voltak probalkozasok, illetve kisérleti
eredmények is kell6 mennyiségben ismeretesek.”>”

A 2. abraa Michaelis—Menten-mechanizmus egy sztochasz-
tikus térképét mutatja be.”? A vizszintes tengelyen az id6
szerepel a k, sebességi allando értékével skaldzva, mig a
fliggbleges tengelyen a K,, Michaelis-allando. Az abra
célvaltozoja az enzimaktivitas, vagyis az iddegység alatt
keletkez6 termékmolekulak szama: amikor a térképen
sztochasztikus teriileten vagyunk, akkor ezt nem lehet de-
terminisztikus eszkdzokkel kiszamitani. A térkép valame-
lyest fligg még a jelen 1évé enzimmolekuldk szamatodl és a
teljes térfogattol. Ez a tény is mutatja azt a problémat, hogy
a térképet igazabol altalaban ketténél tobb filiggetlen valto-
zdval kellene definialni, de a sikban készitett abrakon ennek
csak specialis metszetei mutathatok be.

1010
kis V/ ' 0,=100|&=1
b P nagy V

f determinisztikus
=3 (o4 |
(3. 100 i —y

107 ‘ ' -

10° 10° 10"
kot

2. Abra. A Michaelis—Menten-mechanizmus sztochasztikus térképe.?
A két tengelyen feltiintetett mennyiségeken kiviil a térkép fiigg a

jelen 1év6 enzimmolekulak szamatol (e,) és a térfogattol (V), ezek is
megtalalhatok a feliratok kozott. Az A, B, és C szakaszok kisérletileg
vizsgélt paramétertartomanyokat jeldlnek a [79], [78], illetve [76]
kozleménynek megfelelden.

A térkép szerkesztéséhez szinte soha nem kell egyedi alla-
potvaldszintiségeket hasznalni. Ezeket altalaban kiszamitani
is nehéz: Aranyi és Toth adott modszert erre abban az eset-
ben, ha egyetlen enzimmolekula van jelen.” Ennek altala-
nositasa nem volt lehetséges, de sajat munkank részeként?’
levezettiink egy modszert az altalanos eset allapotvaldszinii-
ségeinek becslésére a determinisztikus steady-state keze-
lésmod sztochasztikus analdgjanak kidolgozasaval, illetve
a binomialis eloszlasok altalanositasaval. A sztochasztikus
enzimkinetikdban igy megszerzett tapasztalatot egy az en-
zimciklusban autokatalitikus 1épést is tartalmazo hidrogenaz
miikddésének leirasaban is hasznositottuk.’® Ez a rendszer
alkalmat adott arra is, hogy egy elméletileg mar megjosolt
sztochasztikus jelenségre, az autokatalitikus kihalasra®
kisérleti példat adjunk. Ennek 1ényege, hogy egy reakcidban
csak autokatalitikus uton keletkezik egy lépés terméke, de az
tovabb is alakul. Ha ezen termék koncentracioja nulla, akkor
a teljes folyamat megall. Determinisztikus kinetikaban egy
koncentraci6 soha nem valtozhat matematikai értelemben is
nullara, ezért ott ez a jelenség nem 1étezik.

4. Tobblépéses reakciosémak altal josolt koncentracio—
id6 fiiggvények pontos és kozelito megadasa
determinisztikus modszerekkel

A személyi szamitogépek bevezetése ugrasszerl fejlédést
okozott a reakciokinetikai kiértékelések megvalositasaban.
Korabban altalaban egyszerisité elveken alapuld kozeli-
tésekre kellett tamaszkodni, s ez mar a kisérlettervezési
folyamatot is meghatarozta. Mar a személyi szamitogé-
pek megjelenése elbtt is ismeretesek voltak megbizhatbéan
mikodd algoritmusok, amelyek barmely kémiai folyamat
kinetikai differencialegyenlet-rendszerét kelld pontossag-
gal képesek voltak numerikusan megoldani.®’ Az 1990-es
évektdl viszont a numerikus integralds hasznalata széles
teret nyert a kutatasunkban, sajat munkainkban is rendsze-
resen tamaszkodtunk erre.’%

Ezen fejlédés ellenére néhany kinetikai séma szimbolikus
megoldasanak tovabbra is van jelentdsége. A legtdbb egy-
1épéses reakceio lefolyasat leird koncentracio—ido fiiggvényt
a kinetikai tankonyvek és monografiak is tartalmazzak,>*®
talan ennck a hatasara valt kdzvélekedéssé az, hogy bo-
nyolultabb rendszerekben ilyen nem is lehetséges. Sajat
eredményeink megmutattdk, hogy lényegében az Osszes
szokasos kétlépéses sémaban is meg lehet adni a szimbo-
likus megoldasokat.?®*3! A kétlépéses kémiai folyamatok
kinetikai leirasa két, egymassal csatolt, elsérendii kdzonsé-
ges differencidlegyenletre vezethetd vissza. Ezeket at lehet
alakitani egyetlen ismeretlen fiiggvényt tartalmazo, ma-
sodrendl differencidlegyenletté. Ezért a szimbolikus meg-
oldasokban a nevezetes masodrendi egyenletek megoldas-
fiiggvényei (hipergeometrikus fliggvény, Bessel-fiiggvény,
Legendre-fiiggvény, ...) kdszonnek vissza.

Ezen munka soran észleltiik, hogy a matematikai analizis-
ben hasznalt Taylor-tétel a kinetikai differencidlegyenletek
megoldasanak nagyon hasznos segédeszkoze lehet. A kine-
tikai egyenletek egy koncentracio els6 derivaltjat adjak meg
a koncentraciok fiiggvényében. gy derivalassal az Gsszes
magasabb rendu differencialhanyados eldallithato az dsszes
koncentraciora, igy azok értéke a Taylor-tétel segitségével
szamithatova valik. Ezt a technikat hasznaltuk annak kimu-
tatasara, hogy két dsszetett reakcidséma pontos megoldasa
annyira kozel van a pszeudo-elsérendli gérbéhez, hogy ki-
sérletileg nem kiilonboztethetd meg tdle.*® Ennek kovetkez-
tében mindkét esetben nagy a veszélye annak, hogy ezeket
az Osszetettebb reakciosémakat tévesen a megfordithato el-
sOérendll reakcidval azonositjak. Szintén ezt a technikat al-
kalmaztuk egy Osszetett enzimkinetikai modellben, amely
egy autokatalikusan miikodé uredz aktivitasanak idoéfiig-
gését irja le hidrokinon tipust inhibitorok jelenlétében.*
Az utdbbi idében megkezdtiik egy, a Taylor-tételen alapu-
16 numerikus integralasi modszer kifejlesztését is. Ennek
a jelenlegi eljarasokkal szemben nagy elénye lehet, hogy
megoldasként nem egyedi koncentracio—id6é pontparokat
ad, hanem polinomszeri fiiggvényeket.
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4. Nanorészecske-novekedési modellek

A legutobbi idékben csoportunk jelentés erdfeszitéseket
tett nanorészecskék képzoédését leird kinetikai modellek
fejlesztésére.’342 Ezek specialis nehézsége az, hogy a
sok kiilonbdz6 méretli nanorészecske mind 6nallé kémiai
anyagféleségnek szamit, amelynek koncentracioja a diffe-
rencidlegyenlet fliggd valtozoja. A differencialegyenletek
csatolodasa miatt ezért itt a szokasos numerikus integralasi
technikak kozvetleniil nem hasznalhatok. Eddigi munkéank
soran a kovetkezd, gocképzddés—részecskendvekedés tipu-
su kémiai modellt elemeztiik nagy részletességgel:
M3
n bd
KDy (13)
CG+M—7Cyq

A modellben M egy monomeregységet jeldl, » a mo-
nomeregységek minimalis szdma egy ndvekedésképes
gocban, C, egy i darab monomeregységet tartalmazo6 nano-
részecskét jelent, k, a gocképzodés, K(i)k, pedig a goend-
vekedés sebességi allanddja. Az itt szereplé K(i) fliggvényt
kernelfiiggvénynek nevezi a szakirodalom: ez megadja,
hogy a goécndvekedés sebességi allanddja hogyan fiigg a
nanorészecske méretétél. A modellben két nanorészecs-
ke egymassal valo reakcidja (aggregacid) nem szerepel.
Négyfajta kernelfiiggvényt hasznaltunk:

K(i) = i (tdmegkernel, a részecske reaktivitasa
a sajat tomegével aranyos)

K(i) = i*? (feltiletkernel, a részecske reaktivitasa
a sajat feliiletével aranyos)

* K(i) = i"® (Brown-kernel, a részecske reaktivitasa
a sajat linedris méretével aranyos)

K@) =1 (diffuzids kernel, a részecske reaktivitasa
fiiggetlen a sajat méretétdl)

Ezen tipusu nanorészecske-ndvekedési modelleket a szak-
irodalomban gyakran hasznaljak, illetve megfeleld mennyi-
ségli kisérleti adat is rendelkezésre all, elsésorban a képzd-
d6 részecskék végsé méreteloszlasara.3o-!

Az elsé jelentés eredményiink® az volt, amikor szimboli-
kus megoldast talaltunk a tomegkernel n = 2 esetére. Ehhez
a (13) egyenletben bemutatott mechanizmus differenci-
al-egyenletrendszerét célszerii dimenziomentes alakban
felirni:

dm o .
5, = —nam® —m ¥, K(j)¢
%’1 = am™ —mK(n)c, (14)
% =mK({—1)c;_, —mK({)e i>n

Ebben az egyenletben 7 a dimenziomentes id6, m az M ré-
szecske dimenziomentes koncentracioja, ¢, a C, részecske
dimenzidmentes koncentracioja, mig o az k, €s k, sebességi
allandok dimenziomentes hanyadosa. Tomegkernel és n =2
hasznalatakor a szimbolikus megoldas:

1

m=——-—
1-2a+2ae'®
_ ali=nI-nTtom-1)
! MM, 2a—j-1) (15)
. J
i () (i=1\_plaom s
J=2ja-j-n\j — 1 1 (Za +m) 1

A késobbiekben két tovabbi esetre is sikeriilt szimbolikus
megoldast talalni.*! A tomegkernel n =1 esetére:

_ a+t
T aelatDTyg

af 1-m \!
Ci=<\—"7—7]/—
i \a+1-m

A masik szimbolikus megoldas a diffizios kernel n =1 ese-
tére vonatkozik:*!

(16)

@ o

— i—1 1
¢ = a — aeHo/t Fimh (=

J=0 jy
Ebben a képletben 1, egy idofiiggd segédvaltozo, lényegé-
ben az egy nanorészecskében 1évé monomeregységek atla-
gos szamanak reciprokat adja meg. A kovetkezd képlettel
lehet szamitani az értékét:*!

Uo=—a + /a2 + a)th (Tiva(:”‘)+ arth (\/%)) (18)

A tény, hogy egy ilyen modellben nagyon nagy a kémiai
anyagféleségek szama, érdekes problémat vetett fel: ezekbol
soknak a koncentracidja annyira kicsi, hogy ott bizonyosan
sziikséges a sztochasztikus megkozelitésii kinetika haszna-
lata. Ennek ellenére mégis azt talaltuk,* hogy a végallapot
részecskeméret-eloszlasat a determinisztikus megkozelités
is kell6 pontossaggal megadja. Ezt tigy bizonyitottuk, hogy
Gillespie-algoritmussal®-®° végzett sztochasztikus szimula-
ciok eredményét dsszehasonlitottuk az analog determinisz-
tikus szdmitdsokkal. Egy ilyen 6sszehasonlitas mutat be a
3. abra. Ebbdl jol lathato, hogy a csekélyebb szamitastech-
nikai hatteret igényl6 determinisztikus modszernek van 1ét-
jogosultsaga ilyen tipusu problémak megoldasa esetén.

1.0

Sztochasztikus
0.8 +  Determinisztikus

0.6

0.4

0.2

0.0

0

rir,

3. Abra. Sztochasztikus és determinisztikus megkozelitéssel josolt
nanorészecskeméret-eloszlas a végallapotban a (13) egyenletben
bemutatott gocképzddés—részecskendvekedés tipusu modellben

a diffuzios kernel n = 2 esetére.
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Ezen kézirat irasaval parhuzamosan kezdtiik el egy olyan
moddszer kifejlesztését, amelynek segitségével a felsorolt
mind a négy kernel esetében tetszéleges n értékre lehet-
séges kozelitd képleteket levezetni. Igy remélhets, hogy
a részecskék végsd méreteloszlasat leird, szamos kisérleti
eredménnyel kozvetleniil sszehasonlithaté elméleti fiigg-
vényeket tudunk majd megadni.
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Mathematical reaction kinetics: from the parity-violating energy difference to nanoparticle growth

This article summarizes about 20 years of scientific advance
reached in the Mathematical Reaction Kinetics Research Group,
which first worked at the University of Debrecen then moved to
the University of Pécs (both in Hungary). A brief account of the
contents of about 35 relevant papers published by this group are
given. These mostly focus on sequences of thought using ad-
vanced mathematics that aimed to provide insight into current
chemical kinetic research problems.

The first field of the work is centered on the origin of biological
chirality and connected phenomena such as the consequences of
the parity violation of weak nuclear forces on the symmetry of
chemical enantiomers, chiral autocatalysis and absolute asym-
metric synthesis. A mathematical derivation showed that the
miniscule asymmetry introduced by the parity violation of weak
nuclear forces, which was both experimentally and theoretical-
ly confirmed, cannot have any significant effect on the inception
of biological chirality on Earth. The argument illustrated by
Equations 1-3 shows that this tiny asymmetry can only be notice-
able if the mass of the involved chiral material exceeds the mass of
planet Earth. Furthermore, chiral autocatalytic models of absolute
asymmetric synthesis, experimentally first observed in the Soai
reaction (formation of a carbon-carbon bond using a zinc alkyl
reagent, all the reactants are non-chiral but the major final product
is chiral), were analyzed in detail. A minimal model consisting of
a two-step mechanism shown in Equation 4 could already account
for the phenomenon itself and it was shown that the final result
is that under completely non-chiral conditions, the formation of
chiral molecules will be characterized by the discrete enantio-
meric distribution given in Equation 6, which converges to the
continuous distribution shown in Equation 7 if the number of mol-
ecules is sufficiently high. This first mechanism showed first-or-
der asymmetric autocatalysis. Further considerations proved that
higher order autocatalysis may lead to mixtures in which one of
the two mirror-image enantiomers is in overwhelming excess, but
the identity of the dominating enantiomer stochastically changes
from one experiment to another. The final distributions derived
from various models were compared with the experimental ob-
servations made in the Soai reaction as shown in Figure 1, where
one of the mechanisms used was an 18-step realistic model of the
chemical system proposed in a previous study independently of
the work of our group. In addition, the possible effect of random
initial chiral contaminations is also analyzed. It was a very impor-
tant conclusion that a comparison of measured data and theoreti-
cal predictions should not be done using histograms in stochastic
cases as the arbitrary categorization involved in this method of
graphing distorts the data very much. Instead, the cumulative
probability function should be used as shown in Figure 1, which is
always free from such sources of error.

In the course of the work of the research group, the stochastic
methods used in chemical kinetics became greatly developed. It is
known that the usual deterministic approach to kinetics assumes
continuous concentration—time functions, which is in contrast
with the known particulate (i.e. discrete) nature of matter. The
CDS (continuous time discrete state) formalism of stochastic
kinetics was discussed briefly and a master equation for a net-
work of first order chemical reactions was given as an example
in Equation 11. There is a fundamental question in this field: at
what molecule numbers the use of the computationally much
more demanding stochastic approach is indispensable in reality?
This question was answered by constructing stochastic maps of
various mechanisms, which identify the regions of the parame-

ter space where deterministic kinetics does not make sense. The
Michaelis—Menten model (Equation 12) was employed as an ex-
ample to demonstrate the use of stochastic maps and a sample map
is given in Figure 2. In this section, experimental information that
had been published before the stochastic works was re-interpreted
to prove that the newly developed techniques actually provide sig-
nificant new insights into the studied phenomena.

In the next section, exact (or symbolic) solutions were derived for
a number of multistep mechanisms. Although numerical integra-
tion of kinetic ordinary differential equations is widely used in
today’s research practice, finding the analytical solutions still has
a lot of value because they give functions rather than isolated sets
of points. Our results are summarized in Table 1, where most of
the possible two-step mechanisms made up of elementary steps
are listed together with the exact solution. These cases could al-
most always be reduced to the solution of a second-order ordinary
differential equation. Consequently, the solutions themselves typi-
cally feature special functions primarily know from such differen-
tial equations (e.g. Bessel, Legendre, hypergeometric...). A novel
method based on Taylor series expansion was also developed for
comparing kinetic traces and it was used to show that the concen-
tration—time curve in two non-trivial mechanisms are so close to
pseudo-first order curves that it is not possible to make the differ-
ence between them experimentally. Our current efforts aim to de-
velop a numerical integration method for an arbitrary mechanism
using the Taylor theorem. This would have multiple advantages
over techniques that are currently used.

The final part of the paper shows novel results that aimed to in-
terpret the kinetics of the formation of nanoparticles. The nucle-
ation-growth type model (where aggregation steps are missing)
shown in Equation 13 was analyzed in fine detail. This system
is characterized by the ordinary differential equation shown in
Equation 14, which is presented in a dimensionless form. K(7) is
the kernel function in this model, which shows how the reactivity
of a nanoparticle depends on the number of monomeric units in
it. Four different kernels are considered (mass, surface, Brown,
and diffusion) with n as the size of the smallest viable nucleus.
Symbolic solutions were reported for three cases: mass kernel
with n = 1 (Equation 15), mass kernel with n = 2 (Equation 16),
and diffusion kernel with n = 1 (Equations 17-18). These are espe-
cially important as the number of independent variables in these
equations is infinitely large, which means that the usual numeri-
cal integration techniques cannot be used directly to obtain any
meaningful solution. The very high number of different chemi-
cal entities also brings up the problem that in the deterministic
approach, many of them should have very low concentrations.
This is a potentially serious problem because, as pointed out in
the previous paragraphs, the use of stochastic kinetics may be in-
dispensable under such conditions. To handle this possible source
of inconsistence, the same model has been analyzed by both the
deterministic and the stochastic methods in a few examples. The
stochastic calculations were done using Monte Carlo simulations
based on the Gillespie algorithm. As the comparison shown in
Figure 3 reveals, the two approaches gave practically identical
predictions for the final size distribution of nanoparticles formed
in the system. This fact proves the applicability of the computa-
tionally much less demanding deterministic calculations for these
particular set of problems. Also, recent efforts are underway to
develop an approximation method to obtain closed formulas for
the concentration dependences for all four kernel functions with
any possible value of n.
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