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Kapillaris effektusok és a Cailletet-Mathias szabaly

PASZLI Istvan

Eotvos Lorand Tudomdnyegyetem, Fizikai Kémia Tanszék, 1117 Budapest, Pazmdny Péter sétany 2.

Bevezetés

Az empirikus Cailletet-Mathias szabaly' folyadék/goz
fazisok strlség-eltérésének homérsckletfiiggését irja le.
A tombfazis valtozoit tartalmazd Gsszefiiggés azonban a
hagyomanyos kapillaritaselmélet>>* alapjan is levezethetd.
Az eljaras a dimenzidanalizis skalaris valtozokra vonatkozo
altalanos alapegyenletével kiegészitett reprezentacio alapjan
lehetséges.>®’

A ¢ e{pyy} fazispar Sy, hatarrétegének éllapotat a belsé
erbk ¢s a szomszédos tombfazisok u, potencidlja hatdrozza
meg. Ez i-féle (pl. termikus-, mechanikai-, kémiai-anyagi-,
stb.) fiiggetlen kolcsonhatas esetén - az algebra alaptétele
értelmében - a fazisokat kiilon-kilon jellemzd és kritikus
allapotban eltlind
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alapmennyiségek  {..,,x,,...} egyiittesének fliggvénye
(¢, és n,a ¢-fazis 4llandoi, y; az y/ referencia-értékre
vonatkoztatott redukalt intenzitas). Az Osszefiiggés az i-ik
kolcsonhatas UGn. skala-torvénye, azt is kifejezi, miként
szabjdk meg az {...,y;...} kanonikus intenzitasok, ill. egy-
egy y, alapvaltozo a X;(¥;) leszdrmaztatotr mennyiséget.

Az alapmennyiségek fazisonként dsszevont értékei a
X¢(...,¢xi,...)=H‘ o %i |v’ (2)

szubsztancialis paraméterek (a v, kitevok kizardlag az
i-ik kolcsonhatas-tipust jellemzd és a leszarmaztathatd
Osszefiiggésekben rogzitett értékii univerzalis allandok).
A (2) hatvanyszorzatban barmelyik ,x; kolcsonhatasi
alapmennyiség elvéalaszthaté a tobbi kolcsonhatas
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osszevont jarulékatdl. A fluid fazispar kollektiv jellegl (a
szomszédos fazisok tulajdonsagaitdl egytittesen fiiggd), csak
pozitiv skalaris értékeket felvevd v, feliileti fesziiltsége
¢s a fazisok individualis szubsztancialis paraméterei
kapcsolatat a
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transzformacids Osszefiiggés fejezi ki’ Yq,-nek 'y,, az
y-ol fiiggetlen, v, () pedig az y-tol fiiggd része. A
X paraméterek tehat 7Yy, multiplikativ komponensei.
Az 0Osszefiiggés felhasznalasaval a kapillaritas kollektiv
mennyiségeken értelmezett Osszefliggései individualis
valtozokkal - un. paraméteres reprezentdcidban - is
megadhatdk. A tradiciondlis kapillaritds és a dimenzio-
elmélet Osszefiiggései algebrai lehetdséget kinalnak a
koegzisztens fazisok kizarolag Gn. tombfazis mennyiségeket
tartalmazd kapcsolatai — igy a Cailletet-Mathias szabaly -
elvi meghatarozasara.

A McLeod-egyenlet és a parachor

A szubsztancidlis paraméterek homérsékletfiiggése a
T homérséklettel, ill. a kémiai-anyagi kolcsénhatas
hémérsékletfiiggd  valtozoival is  kifejezhets. Az
egykomponensu, kétfazisu rendszerek minddssze egyetlen
szabadsagi fokkal rendelkeznek: allapotukat egyetlen
intenzitas-paraméter szabja meg. A homérsckletfiiggés a
szabad felszineket képez6 fazisokra - fazisonként altalaban
eltérd értékii n, mennyiség feltételezésével az (1) és (3)
egyenlet alapjan — a
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kapcsolattal értelmezhetd (az indexek rendre a kritikus-, ill.
aredukalt allapotra utalnak). A fazisok stirtisége kiilon-kiilon
is a hdmérséklet fiiggvénye. Utdbbi rendre a P tombfazis
stirtiségek AVp = p, —p, linearis  (ill. A®p=p; —p;
un. négyzetes) eltérésével is jellemezhetd. A hdmérséklet
helyett a stirliségek fiiggvényeként kifejezett (Un.
skalatranszformalt) szubsztancidlis paraméterek - a teljes
analogia miatt - az alapmennyiségnek a strliség (vagyis
a hémérséklet) valtozasatdl fiiggetlen )", ill. %"
inkremetumainak és a stirliségtdl fiiggd alapmennyiségek
N={N, N} kitevdji hatvanyainak s%or(zTataként adhatok
meg. Az inkrementumok azonban a X, = mennyiséggel,
az univerzalis kitevd pedig a v -vel egyezik meg (el6bbi a
termikus kolcsonhatastol, utdbbi pedig a skalatérvénytol
fiiggetlen). Altalaban az alapmennyiség (v = {1;2})

(bxp (A(U)p) — (\))cq) (A(U)p _A(U)pcrit)N = (U)c¢ (A(U)p)N
nagysagu, igy a linearis szubsztancialis paraméter

16 (A7) = (%) (%, (Ap)) = (*n” i (P =) ¥ ) (5)
kifejezéséhez, ill. a négyzetes stlirtiségekhez tartozd

2,070 = (1" o (i -p) ") (©)

paraméterhez sziikségképp eltéré nagysagli exponens
tartozik.

A kapillaris- és a kolesonhatasi mennyiségek kapcsolatai
altalaban mar linearis kozelitésti alapmennyiségek és azonos
n, értékek feltételezésével is levezethetdk.

A szabadfelszini feliileti fesziiltség a (4) - (5) egyenlet és a
(T) 0
P

homérséklettél fiiggetlen {"y." "} =%, alapmennyi-

ség felhasznalasaval: ,
1 wl
=Y o = L aer)
nr
Az Osszefiiggésbdl n, = 1 feltételezés mellett adodik a
hémérsékletfiiggést leird

Vo (D =y Ti)A=T,,)™ (7

un. van der Waals egyenlet.®
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A striiségfiiggést meghatarozo altalanos egyenletek a
hémérsékletfiiggés kapcsolatainak analogonjai.

A (4) és (6) kapcsolat egyértelmlien meghatarozza az anyagi
Osszefiiggéseket, pl. a (3) egyenlettel 6sszhangban a

YLV(A(I)p) (OYEIT/) C) (pL _pV)ZVTN (8)
McLeod-formulat” A négyzetes  strliségkiilonbséget
tartalmazé

2vrﬁ
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feliileti fesziltség formula is a (4) és (7) Osszefiiggésekbol

allithato elé (¢ és ¢ a szomszédos fazisok Osszevont
allandoi).

A (9) egyenlet homérséklet-fiiggetlen tényezdje alapjan
értelmezhetd (tiszta fluid komponensekre) a homérséklettol
valdban fliggetlen

1/2vy N
Pzzvrﬁ OYET/)EME o, (1)} M
PL — Py

Sugden-féle parachor.'

A tombfazis kapcsolatok

A feliileti fesziiltség az allapotot jellemzd kiilonb6zo
tombfazis mennyiségek, pl. a hdémérséklet vagy a stirtiségek
fuggvényeként is kifejezhetd. Az 0Osszefiiggésekbdl az
algebrailag ugyanabban a pozicidban tartalmazott feliileti
fesziiltség tehat eliminalhato. Ennek alapjan allithatdk eld
a tombfazis mennyiségek kapcsolatai is. A homérséklet-
fuggésre vonatkozo (7) és a (8) egyenletbdl

T —
PL=Py = 2“’”,/ 2 (1-7,,)"" =k, (1-T,)"

>

a (7) és. (9) kifejezés egybevetésébol pedig

Jr :
pL2 - p; = vy N|—2X (- T, d)(”N) (2)(1 ml)k
C

(k. ko i1l K, k a fizis-allanddk egybefoglalt értékei). A
surusegekre fennallo

(P —p)=(p,+p )P, —Py)

azonossag, ill. az elébbi egyenletek felhasznalasaval

P +py = \f (P, —p) MV =k, 1-T,,)F (10)
C

A homérsékleti faktor binomialis kifej ezés, ezért a
(1_7:*€d)K -K 7:ed + K(K ) red (11)

hatvanysor egy véges rész(jsszegevel is kozelithetd. Elso
rendben a (10) egyenlet alapjan

p,+pPy = k(12) l—Kij}

Az osszeg T = 0, ill. T _,= 1 mellett sem tiinik el, mert
a striségek koziil legalabb az egyik pozitiv, vagyis az
exponensre teljesiil a K< 0 feltétel. Az utdbbi kapcsolat
- abszoh'lt zérus-fokra, ill a kritikus allapotra vonatkozo -

V4

k(12) pL

=(@pi"/p))-1)

adodik, ha 7 = 0 eseten a gbz surusege elttinik, vagy

elhanyagolhat6 a p, folyadék stirtiség mellett (p;" a
kritikus allapotbeli stiriség). A (10) egyenlet igy éppen a
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Cailletet-Mathias szabalyt' fejezi ki. A levezetés mddja eltér
az Eyring-féle eljarastol.!! A széndioxid stirliségének mért,'?
ill. atlagos értékeit tartalmazza az 1. abra.
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1. Abra. CO, stirtiséggorbe Amagat mérései alapjan.'> A Ajellel dbrazolt
adatsort a (13) egyenlettel szamitottuk.

A stirtiségek atlagos értékei a K-ben megadott hdmérséklet
fuggvényében a

%(pL+p,,):—0,00151T+0,94908 (13)

egyenlettel kozelithetok.

A Cailletet-Mathias szabalyra vonatkozd valamennyi
megallapitas linearisnal magasabb rendii Gsszefiiggésekre
is altalanosithato. A (11) sorfejtés felhasznalasaval
masodrendi kozelitésben - a fizikailag még nem értelmezett
- Young-féle 6sszefiiggés [13] is megkaphat6. A stirtiség-
kifejezések Osszege-, ill. kiilonbségeként adodd, algebrailag
négyparaméteres

1
pL(T):E (1)(1 Td) +k(12)(1 )ed) }

Py (T) :% an (1= T.)" k(l)(l_Tred)k }
Osszefiiggések alapjan a koegzisztens fazisok stirtiségei
kiilon-kiilon elvileg, ill. kisérletileg is meghatarozhatok.
A leszarmaztatott kapcsolatok és a fazisatalakulasok, ill. a
kritikus jelenségek szabalyai'* kozt szigori megfeleltetés
érvényesiil.
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A tombfazis stiriiségeket és a hatarréteget jellemz6 kitevoket
is tartalmazé Cailletet-Mathias szabaly éppen azt fejezi ki,
hogy a rendszer kiilonboz6 tartomanyai kozt - az egyensuly
tranzitivitasaval 6sszhangban - kapcsolatok allnak fenn.

Osszefoglalas

A paraméteres reprezentacio alkalmazasaval a koegzisztens
folyadék/gdz rendszerek stirtiségeit meghatarozd empirikus
Cailletet-Mathias szabdly elvileg is levezethetd. A latszolag
tombfazis valtozokat tartalmazo Osszefiiggés értelmezése
valdjaban a kapillaritas illetékességi korébe tartozik. A
feliileti fesziiltség kifejezésébdl - az eliminalhatosag miatt
- eldallithato osszefiiggés szamfaktorai valdban allanddk. A
kizarolag fizikailag értelmezett karakterisztikus valtozdkat
tartalmazd Cailletet-Mathias-féle Osszefiiggés is kifejezi,
hogy - a termosztatikai egyensuly feltételeivel sszhangban
- a rendszer kiilonb6zd (réteg- és a rétegeket generald
tombfazis) tartomdnyai, ill. mennyiségeik egyensulyi
allapotban egymastdl nem fliggetlenek.

Koszonetnyilvanitas

Szerzd koszonettel tartozik Bosznai Gyorgynek a technikai
segitségért.
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Capillary effects and the Cailletet-Mathias Law

The empirical Cailletet-Mathias Law can also be deduced from
traditional capillary theory.

The state of the interface S, of the phases ¢ € {@;y } is defined by
the internal forces and the potential #, of the adjacent bulk phases.
In the case of i independent, e.g., thermal, mechanical, chemical,
ete. interactions it is a function of the basic quantities {..., , x,,...}
given by eq. 1,

W) =, =y = A=y Iny (1)

where ¢, and 7, are the constants of the phase ¢ and y; is the
reduced intensity with respect to a reference value yi'ef . The
cumulative values of the basic quantities, i.e. the substantial
parameters, for each phase can be expressed by eq. 2,

Ao CorgXioe) = [ 1o 1" @)

where the exponent v, is a fixed constant characterizing only the
i-th interaction. The relation between the collective surface tension
Yy Of the fluid phases and the individual substantial parameters of

the phases is given by eq. 3:
{OV;CYW )

Yo Loy
Thus, the parameters X are multiplicative components of ¥, .

yw (“"wxi;wxi"“) :H‘ oXi y i |V': (3)

The dependence on the temperature T of the substantial parameters
can also be expressed in terms of the temperature dependent
variables of the chemical interactions. The number of degrees of
freedom of systems composed of two phases of a single component
is 1: their state is defined by a single intensive parameter. The
temperature dependence is given in eq. 4,

1
X = 0 T (=T )
T
where 7, is generally different for each phase. The subscripts crit
and red refer to the critical and reduced states, respectively. As the
density of the phases are temperature dependent, expression 4 can
be transformed into eq. 6. From egs. 4 and 5, if n, = 1, the van der
Waals and McLeod equations can be deduced (eqs. 7 and 8).

1, (A%9) = (1" (%, A"p)) = (1" i (P —p) ) (5)

)’ (6)

Vo (T) = (oyg/) T, _Tred)zvr (7

=l

Xo (AYp) = (OX¢£T) @G )(( pL—P)

1 Ap) = o) (p,—p)™" ®)
The surface tension can be expressed as the function of various
bulk quantities, e.g., temperature or density. This leads to eq. 10,
where the temperature factor can be approximated by a finite sum
ofeq.11.

PPy = ZV”{/;(PL ~ Py )(N/N) = ks (1 _Tred)K (10)
c

(=T =1-K T+ KK -DT% = (D)

Evenif7 ,=0or7T ,=1,K<I,asatleastone of the densities
is positive. Eq.10 is therefore identical to the Cailletet-
Mathias Law, which can be given alternatively by eq. 12:

%(pL(T)+pV(T))=

1 crit 1 1
=£P? ‘{(PL —EPEJT—}T:W‘Z’T

crit

(12)

Data calculated from measured CO, densities [12] illustrates the
procedure.

The considerations leading to the Cailletet-Mathias Law can be
extended to non-linear relations.

113 évfolyam, 2. szam, 2007.



