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Anizotrop membranrétegben lejatszodo, kémiai reakcioval kisért
diffuzios és konvekcios anyagaram leirasa

NAGY Endre*
“Pannon Egyetem, Miiszaki Informatikai Kar, Miiszaki Kémiai Kutato Intézet, Pf. 158, H-8201 Veszprém

1. Bevezetés

A szilard rétegen keresztiili anyagatadasi miiveletek
esetében a diffuzios tényezd, konvekcid sebesség
gyakran nem allandok, hanem folytonosan valtoznak,
vagy rétegenként kiilonbozod értékiiek, a helykoordinata
(pl. anizotrép membranréteg), vagy a koncentracid
fiiggvényében. Ilyen folyamatok példaul a tobbrétegli
membranon keresztiili anyagatadas, a gél elektroforézis, az
enzimreakcio6 rétegelt membranban, a heterogén katalitikus
reakcid membranrétegben. Koncentraciofiiggd diffuzid
leggyakrabban a Stefan-Maxwell,! a Flroy-Huggins?
elmélettel, vagy a modositott Vignes egyenlettel® irhatd
le. Locke és munkatarsai*® tanulmanyoztak Gsszetett
membranon keresztiili elektroforetikus, instacionarius
anyagtranszportot. A parcialis differencialegyenlet-rendszer
— minden, infinitézimalisan vékony membran rétegre felirt,
allandé egyiitthatoju differencidlegyenletek Gsszessége
- megoldasahoz az operator elméletet alkalmaztak,® mig a
stacionarius allapotra analitikus megoldast adtak meg. Ez
utdbbi esetben a membranon kiviili anyagatadasi ellenallast
nem veszik figyelembe, ami lIényegesen korlatozza a kapott
Osszefiiggések alkalmazhatésagat, kiillonosen a vékony
membranrétegen keresztiili anyagatadasi folyamat leirasara.

A megoldashoz  membrant, folytonosan  valtozo
diffuzios tényezd és/vagy konvekcio sebesség esetében,
infinitezimalisan vékony rétegekre bontjuk konstans
diffuziés tényezovel és konvekcids sebességgel. Az igy
kapott, alland6 egyiitthatos differencialegyenlet-rendszert
megfeleld hatarfeltételekkel, analitikusan megoldhatjuk.
Nagy, a kétkomponensti elegy, stacionarius pervaporacioja,’®
valamint a membran reaktorban fellép6 diffizids anyagaram’
leirdsara alkalmazza a fenti moddszert. A stacionarius,
tobbrétegli vagy anizotrép membranon keresztili diffuzios
¢s konvekcids, elsérendii reakcioval kisért anyagatadast,
a kiils6 anyagatadasi ellenallas figyelembevételével
vizsgaljuk. A bemutatott mddszer és megoldas elénye, hogy
egyszer Osszefiiggésekkel megadja, barmely, nem allandd
egylitthatds, kézonséges, masodrendii differencidlegyenlet
megoldasat, amivel konnyen €s pontosan szamolhatdk az
Osszetett kozegben lejatszddd, staciondrius anyagatadasi
folyamatok. Masrészt, a megoldas alkalmazhato tetszoleges
vastagsagu tobbrétegli membranok esetében is.

2. Elméleti rész

A megoldand¢ differencialegyenlet:
A [pde)_dbe) o (1)
dx dx dx

Az (1) osszefiiggés értelmében az anyagtranszport csak x
iranyban, a feliiletre merdlegesen torténik.

A peremfeltételei:
* * acl
UpeCrp T Blo(clo _le): _DIE +upc |x:0+ 2)
x=0"
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A gyakorlatban gyakrabban hasznaljak a membranban
a koncentracio leirdsara a sulyhdnyadot (w) vagy
térfogathanyadot. Pl. a stulyhanyad és e kozleményben
alkalmazott ¢ koncentracid, mol/m?, kénnyen atszamolhato
egymasba a c=wp/M Osszefliggéssel, ahol p a membran
atlagos stirisége, kg/m?, mig M itt a molekulasuly, kg/kmol.
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1. Abra. Egy anizotrép membran felosztisa konstans paraméterd,
infinitezimalis vékonysagu rétegekre

Egy anizotrop membran Ax vastagsagu rétegekre vald
felosztasat szemlélteti az 1. abra, konstans paraméterekkel.
Tobbrétegli membran ett6l csak abban kiilonbézik, hogy a
rétegek vastagsdga eltérd, és nagyobb érték, valamint, hogy
az egyes rétegekben az oldhatosagi tényezd, H, értéke (az
abra ezt nem jeloli) kiilonb6zo lehet. Az egyes rétegekre
felirando differencialegyenlet és a peremfeltételek:

2
d sz _, dem —ke,, =0 x ,<x<x.(4)
dx

Dimenziémentes formdban (X=x/6; Pe =déu /D .

Cin=cm /ci), Hay, =ﬂ52km /Dy, , Cikao :chi
* *

cpmrHs =Hppep ):

d*c dc
d zm _Pe de _Harzncm :O AX:71—]<X<‘X:71 (5)
X

m
Bevezetve a kovetkezo valtozot:

C-= Cexp(— P ZX j (6)
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a kovetkezo Osszefiiggést kapjuk:

d*C ~
dsz -02,C,, =0 7
ahol o2
0, = —Z’" + Ha?,

A (7) egyenlet altalanos megoldasa a szakirodalomban
ismert: -

C'” = Tme(}\’mX) + PmeO\'mX) (8)
AT ¢é P (m=12, ..., M) paraméterek értékeit a
felosztassal kapott rétegek feliiletére (1. &bra) felirandd
belsd peremfeltételek alkalmazasaval hatarozhatjuk meg az

X=X (m=1,2,...,M-1) helyen:
D dcC
ol ) o
I—[)ncm_l—[r;z+1 C ha Xsz (9b)

A fenti belsd peremeket klegesznjiik a membran kiilsd
feliiletére megadhatd peremfeltételekkel, amelyek a (2) és
(3) egyenletek alapjan a kovetkezok:

ha X=0, akkor
dCy
Shy =——- . +(Pey +1,)Ci| g+ (10a)
ha X=1, akkor
0 dCy
—ShyCy =——4 +(Peys —t\)Cr| y_ - (10b)
) i °8 76
ahol Pebe =ub_€; Pek[ = S/’l = Bl Shz = BZ
Dy D, DM

A peremfeltételekkel kapott algebrai egyenletrendszer
megoldasaval kapjuk a 7, paraméter értékét (a megoldast
mashol ismertetjik):

Sh, (7?] —‘g;‘j‘;}e(‘elﬂ) ~ B

(11)
26 58 01 +W pr )cosh(0AX)

=

ahol
Bl = XOQM_1S]’IMC§€(_P€M /2)

A (11) szerepld v,,,, <., és Q,, értékei az 1. tablazat,
Osszefiiggéseivel szamolhaté ki. Mindkét estben az i
futoparaméterrel i=1-t61 M-1 értékig kiszamolandok
valamennyi y, & és a Q, valamint M értékig az E, és az
E; értékei. A P, paraméter értékét a (10a) peremfeltételbdl
kapjuk:
Shy —h,Th

T (12)
AT, ésaP, paraméterek ismeretében szamolhato a membran
betaplalasi oldalan fellépd teljes anyagatadasi aram (J):

P =

_ Dje? 1| dC
T8 | dx
Az anyagaram ndvekedését E-vel jeloltik, amit a kémiai

reakcio nélkiili teljes anyagaram, J° és a kémiai reakcioval
kisért anyagaram, J hanyadosa adja, lim J=/°, ha Ha — 0.

D]co -
0+Pe1€|X_0]=TIQ1T1+A1P1) (13)

1. Tablazat. Az egyiitthatok (i=1, 2, ...,
felhasznalando 6sszefiiggések

To = (Hl /Ha)(Shl _Pebe);
Ty = (Hg / Hpp)(Shy — Pey; );
&1 = Hryg 1 anh©1A0)[tys - Peps 12+ 0 );
Vi =D 1[En®r + Engeas - Perg 12)]

Q= ~Dryg1Em cosh(@MAX) +\|}1HrM_1 sinlz@MAX)
On SChY

M vagy M-1) szamolasdhoz

My =Ty + S
7\.0 =T, +)"l

paraméterek i=1,2,..,M-1:

P ~ P
7\.,’ i*(’ai ; 7\.,’ :i+®
2 2
5 (Pej1-Pey)inx . (Pej1-Pe;)inx
Dr; :l—+]e 2 ; Hri :I—Hc 2 ;
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paraméterek i=2,...,M-1:
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yi=Dry_ (EMH O M41-i — E4i- [%—;’—]
SI—

Pe i Wi
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0 = .| PM=iEM1-i cosh©pr41-iAX) Wi o
i =5%-1 i
Op 41— E.-l
_ Hryrg sinh(@M_,_]_iAX)
Op+1-i

= .
t ]

paraméterek i=1,2,...,M:

E; =%+®i tanh(@iAX); Ei =®,~+%tanh(®,'AX)

Amennyiben ismerni akarjuk a membranbol kilépd
anyagaramot, meg kell hatarozni a T és P (m=2,..., M)
értékeit. A (9a) és (9b) belsd peremfeltetelek alkalmazasaval
konnyen kiszamolhatjuk a fenti paraméterek értékeit:

~ ~ -0 -1)AX
T _(Smlermflxm _Smlermfl)e m(m ) (]3)
m= =
D”m—lH”m—l(km —Am
és
-1)AX
P (‘Sm 171 =11 D110y )e m(m ) (14)
m
Dry, 1 Hryy 1(7» -\ )
ahol
= Tme®”’mAX +Pme_®’"mAX
és

-7 kmeGM’”AX —0,,mAX

+Pn,l7tme

3. Eredmények és értékelésiik

A kovetkezokben néhany, tipikus abraval szemléltetjiik a
valtozd paraméterek, Peclet-szam (Pe=uo/D), Hatta-szam
Ha=+k8 /D, valamit a Sherwood-szam (Sh=(°6/D)
hatasait a membranon keresztilli anyagatadasra. A
kapott  anyagatadasi  Osszefiiggések  invaridnsok a
D(x) (helykoordinata fiiggd diffuzids tényezd), D(c)
(koncentraciofiiggd diffazids tényezd) vagy az u(x), k(x),
k(c) fuggvény alakjara.
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3.1. A Peclet-szam hatasa az anyagatadasra

A membran szerkezetétdl fiiggben nd vagy csokken a
konvekcid sebessége a helykoordinata fiiggvénycben.
A diffuziés tényez6 altalaban nd a koncentracidval, de
értéke a membran szerkezetétdl is fiigghet. A kovetkezd két
abran tipikus koncentracio-eloszlast mutatunk be. Espedig,
amikor a helykoordinata fiiggvényében linedrisan csokken
[Pe, =20(1-m/M), ahol m=1,2,3,..., M és M=100; 2. &bra]
¢s amikor linedrisan né a Pe-szdm [Pe =1+20m/M, ahol

, Sh=2 U
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2. Abra. A membranon fellépé koncentracié eloszlasa, a helykoordinataval
csokkend Peclet-szammal Pey, = 20(1 -m /M), (H=H  =1,D =D ;
B = B3; Ha=0; C3=0; Pe, =Pe,; Pe, =Pe,; M=100;)

m=1,2,3,..., Més M=100; 3. dbra]. Az elsO esetben a Pe-szam
19,8-161 0-ra cs6kken, mig a masodik esetben 1-r61 21-re nd,
ha m=1-r61 M=100-ra valtozik. A membrant 100 egyenld,
0/100 vastagsagu részre osztva szamoltuk a koncentracio-
eloszlast. A koncentracié novekedése nagymértékben fligg
a kiils6 anyagatadasi tényez0, azaz a Sh-szam értékétol.
A novekvo koncentracid azt jelenti, hogy a diffuzids
aram ellentétes iranyt lesz a konvekcids arammal. A
helykoordinataval névekvo Peclet szam esetében, mint ahogy
varhatd, cs6kken a koncentracio a membranban. Ebben az
esetben a kilépd koncentraciot egységnyinek valasztottuk,
C3 =1, mert igy szemléletesebben érzékeltethetd az
emelked6 értékii Peclet-szam hatésa.
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3. Abra. A membrénon fellépd koncentracio eloszlasa, a helykoordinataval
novekvd Peclet-szdmmal Pe, = (1 +20m/ M ), (H=H .=1;D =D ;
By’ = B3; Ha=0; Cy=1; Pe, =Pe; Pe _=Pe, ; M=100;)

3.2 A reakcidé-sebesség hatasa az anyagatadasra

A kérdés az, hogy a diffuziéos és a konvektiv aram
egylittesen, hogyan befolyasolja a kémiai reakci6 hatdsat.

Magyar Kémiai Folydirat - Osszefoglalé kézlemények

Tipikus koncentracio-eloszlast abrazoltunk, kiilonb6zo
reakcio-sebességek esetében a 4. abran, amelynél a Peclet
szam csokken a helykoordinataval. A reakcid-sebességgel a
koncentracié csokken, értéke, nagyobb reakcio-sebességnél,
a belépd értéknél kisebb lesz. Ezzel megsziinik a belépd
arammal szemben hatd diffuzids aram.

4
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4. Abra. A kémiai reakciosebesség hatasa a koncentraci6 eloszlasra,
a helykoordinataval csokkend Peclet-szammal Pey; = 20(1 —-m/ M),
(H,=H, =1;D=D, ;B=p3;Sh=100;C;=0; Pe,=Pe,; Pe =Pe,;
M=100;)

A reakcio-sebesség hatdsa igen kiilonbozd lehet, a
megszokott, konvekcio nélkili diffizios anyagatadas
sebességére kifejtett hatastdl. Kiilonbozé Sh-szamok mellett
abrazoltuk a Osszanyagatadasi aram novekedését a Ha-szam
figgvényében (5.abra). Az anyagatadasi sebességet a kémiai
reakcio nélkiil kapott anyagatadasi aramhoz viszonyitottuk,
E=J/F. Mint lathatd, a kiilsé anyagatadasi tényezotol
fiiggben, azaz a Sh-szamtdl fliggden, a reakcids-cbességgel
csokkenthet is az E értéke.
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5. Abra. A reakciosebesség hatisa a membrén feliiletén belépé teljes
anyagatadasi aramra Pey,; = 20(1 —-m/ M) mellett. (H =H,  =1;D =D
B =B5; C5=0; Pe, =Pe,; Pe,=Pe,; M=100;)

m+1°

Igy, a bemutatott sszefiiggésekkel becsiilheté a reakcio
hatdsa valtozd diffuzios tényezd és konvekcids sebesség
esetében, diszpergalt katalizator részecskéket tartalmazd
membranreaktorban.

3.3 Biokémiai reakcio szamolasa

A fennt bemutatott megoldds M alrétegre osztja a
membran réteget. E rétegek vastagsaga elég kicsiny kell,
hogy legyen, azért hogy az egyiitthatokat allandonak
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lehessen tekinteni. Emiatt a modszer alkalmazhatd a fenti
mddszerrel linearizalhatdo egyéb differencialegyenletek,
igy pl. a biokémidban gyakran eldforduldé Michaelis-
Menten egyenlet megoldasara is. A Michaelis-Menten
egyenletet a k C alakban helyettesithetjiik, forrastagként a
4) d1fferenc1a1egyen1etbe ahol értelemszertien a k értéke
a kovetkezd lesz (K M=Ky /cj, Cma C  atlagertéke a
rétegben):
Vmax

km =*—_ (15)
Ky +Cp

Amennyiben a Ti<<K} M, akkor elsdrendl  reakcid-
sebességet kapunk, ellenkezd esetben, CTm>>K) M, nullad
rend( lesz a reakcid. A szamolashoz a Long et al.' ibuprofén
észter, membranreaktorban megvalositott, enzimatikus
reszolvalasa soran kapott adatokat hasznaltuk fel. A
kiilsnbozd K ys értékek mellett kapott koncentracio-eloszlast
a 6. abran mutatjuk be. A fels6 szaggatott gorbe elsérendii
(Ha=2) reakciohoz tartozik. Az alsd szaggatott gorbe
kozelitéen a nullad rendi reakcid koncentracio- eloszlasa.
A (15) egyenletnek megfelelden a Ha értéke erdsen valtozik
a Ky értékével, elssorban ennek a kovetkezménye a
koncentraciok, egymastol lényegesen eltérd lefutasa.

4. Osszefoglalas

Valtozo egytitthatds, masodrendii differencidlegyenlet egy
kozelité analitikai megoldasat mutatjuk be a konvekcio, a
diffuzié és a kémiai reakcié egyiittes figyelembevételével.
Tipikus abrakkal szemléltetjik a membranon fellépd
koncentracio-eloszlast. A médszerrel egyszertien €s egzaktul
szamolhatd a membranrétegen fellépd anyagtranszport,
figyelembe véve a kiilsé anyagatadasi ellenallast is. A kapott
koncentracio-értékek, infinitezimalisan vékony rétegek
esetén a numerikus megoldassal megegyezdek.
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6. Abra. A Michaelis-Menten konstans hatdsa a koncentraci6 eloszlasra a
membrén rétegben (v, =10 umol/dm’h; K =50 umol/dm’; D =5,4 x 10
m*/s; =100 um, Pe =1, Sh=Sh=187, H =1; =0, M=100)

Jelolésjegyzék

¢ koncentracid, mol/m?

C dimenziémentes koncentracid (=c/c’,)

D diffuzios koefficiens, m*/s

Ha Hatta-szam vagy modositott Thiele modulus

Hayy = ‘Szkm / Dy
H oldhatésagi tényezo,-

J amembran betaplalasi oldalan fellép6 anyagaram, mol/m?s
J°  anyagaram kémiai reakcio nélkiil, mol/m?s

k  rekcio-sebességi allando, 1/s

K,, Michelis-Menten konstans, mol/m’

M a mebran-alréteg maximalis szama

Pe Peclet-szam, Pe=ud /D

Sh Sherwood-szam, Sh = 5°8/ D

u  konvekcios sebesség, m/s

x  térkoordinata, m

S anyagatadasi tényezd, m/s

0 membranréteg vastagsaga, m
Alsé indexek

f folyadék

1,2 fazisok

Felsé indexek
*  membran feliilete
o fotomeg
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Convective-diffusive mass transport, accompanied by
chemical reaction, through anisotropic membrane layer

The mass transport of solutes in multiphase layered systems
such as membranes and gels or in medium with discontinuous
variation in physical properties has important application to a
wide range of separation and purification processes. Such kind
of separation methods are e.g. the purification of macromolecules
in biotechnology using gel electrophoreses, membrane
electrophoreses,  gel-particle  electro-chromatography  and
separation of components in anisotropic solid layer or in composite
medium, etc. During the mass transport through anisotropic
membrane the mass transport parameters, namely diffusion
coefficient, convective velocity, the reaction rate constant, varies
continuously as a function of the space co-ordinate. Similarly, the
concentration dependent diffusion coefficient can also cause its
continuous variation in the diffusion path. The solution of the above
problems means practically the same task. A number of theoretical,
empirical approaches have been made in order to model the mass
transport in gels and membranes. Most of this work considers the
transport across single layers of medium with unvarying properties.
Locke and Arce* as well as Locke et al.’ developed solution to the
general problem using operator-theoretic methods in both cases,
namely for steady-state and unsteady-state conditions and for zero-
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order and first-order source system. Their model does not involve
the external mass transfer coefficient. The role of the external mass
transfer resistance could be important, especially in the case of the
mass transport through thin membrane layer and/or mass transport
accompanied by chemical reaction. On the other hand, the solution
developed gives essentially simpler equations for the calculation of
the mass transfer rate or the concentration distribution. The general
solution of a second-order, ordinary differential equation with
varying parameters will be given elsewhere.

This work is focused on the mass transport through anisotropic
or multi-layered membrane layer with continuously varying or
piecewise constant physical properties, and consequently, with
varying diffusion coefficient, convective velocity and reaction rate
constant. The effect of a chemical reaction should also be taken
into account at enzyme catalyzed or by other catalyst catalyzed
chemical reactions.

Role of the external mass transfer coefficients on the both sides
of the membrane could be very important, especially, in presence
of chemical reaction in the membrane matrix. This paper gives a

quasi-analytical solution for this problem. Essential of this solution
methodology is that the membrane is divided to M sub-layer with
constant diffusivity and convection velocity. Thus, the thickness of
these sub-layers should be very thin (in the case of continuously
varying parameters as in an anisotropic membrane or e.g.
concentration dependent diffusion coefficient) or the thickness is
determined by the thicknesses of the membrane layers (multilayered
membrane). The algebraic equation system obtained with applying
the boundary conditions was solved by means of the well known
Cramer roles applying them to determinants obtained from the
equations. The function of the variation of the parameters can be
occasional; the model developed can be applied at any function
of the variable parameters. The convective velocity strongly alters
the concentration distribution, and consequently, the mass transfer
rate. Its change as a function of space co-ordinate could cause
significant increase of the concentration in the membrane layer.
The concentration distribution and the mass transfer rate are given
in explicit, closed mathematical forms. It is shown the effect of
the external mass transfer coefficient, the reaction rate and the
convective velocity on the concentration distribution and the mass
transfer rate.
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